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Proposition de corrigé

Concours Commun
Mines-Ponts

Sujet 2 Mathématiques 2025, filiére PC

Etude des séries congruo-harmoniques alternées

Si vous repérez une coquille, une erreur, ou si vous avez une question ou une suggestion,
n’hésitez pas a me contacter !

https://mabroukbenjaba.github.io/
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L’objectif de ce probleme est d’étudier une famille de séries particulieres. Quelques
premiers résultats sont établis dans les préliminaires. La partie 1 propose d’établir une
expression des séries congruo-harmoniques alternées sous la forme d’une intégrale. La par-
tie 2 propose de calculer la valeur de la somme de la série dans certains cas particuliers.
La partie 3 s’intéresse a des calculs de probabilités relatifs aux choix des parametres de
la série. Enfin, la partie 4 se propose d’étudier la vitesse de convergence de ces séries.

Notations
— N désigne 'ensemble des nombres entiers naturels. N* désigne l’ensemble des
nombres entiers naturels non nuls.

— R désigne I'ensemble des nombres réels. R, désigne I'ensemble des nombres réels
positifs ou nuls.

— C désigne 'ensemble des nombres complexes. Si z € C, on notera z le conjugué
de z.

— Pour tout (a,b) € N? avec a < b, on pose [a,b] := [a,b] N N.
— Pour tout x € R, |z désigne la partie entiere de x.

— Pour tout couple (p,q) € (N*)2, on dit que p divise ¢ et on note p | ¢, §'il existe
un entier k tel que g = kp.

Définition 1. Soit (p,q) € (N*)2. On appelle série congruo-harmonique de parametres p
et g, la série de terme général uy défini pour tout £ > 0 par

(—1)F
pk+q’
et I'on note, sous réserve de convergence, S, , la somme de cette série.

Uk = Up,g;k =

Nous ferons référence aux sommes partielles de cette série par la fonction

N —- R
(bp,q: n— - (_1)k
kzzgpk—i-q

Préliminaires

1 > Justifier que, pour tout (p,q) € (N*)2, la série >_ u converge.

Soit (p,q) € (N*)2. Pour tout k € N, pk + g > 0 et on pose
1

T pk+q

(077

de sorte que :
U = (—1)k ag.
Tout d’abord, pour tout £ € N, on a a; > 0.

De plus,
1 1

< =
plk+1)+q pk+gq

Ak4+1 = g,
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4 )
donc la suite (ay) est décroissante.
Enfin,
. . 1
lim a; = lim =
k—+o0 k—+oo pk +q

s i - ) - —1)*
Par le critere spécial des séries alternées, |la série E converge |.
k>0 P k+g

2 > Dans cette question, on pose p = ¢ = 1. Montrer que

1 1 1 —¢)ntl
(/511(71):/ —dt—/ —( ) dt.
: o 1+t o L+t

1= Réponse

On prend p = ¢ = 1. On a alors pour tout n € N :

n 1)k
¢11(n) = ; %

sont continues

Pour tout ¢ € [0,1], 1+ > 0 donc les fonctions ¢ — = et ¢ — (72:1

sur le compact [0, 1] et donc intégrables. Par linéarité de I'intégrale, on a :

1 T (_fyn+l 114 _ (_p\n+l
/;dt_/ Ldt:/ Ll Gl
o 1+t o 1+t o 1—(=%)

Soit t € [0,1]. Comme ¢ # —1, la somme géométrique finie nous donne

i(_t)k: _ 1— (_t)n—H‘

— 1+1¢

En intégrant sur [0, 1] puis par linéarité de I'intégrale (somme finie), on obtient

b=l e
— Xn:(—mk/lt’“ dt
- (P
B ; k+1

= ¢11(n).

1 1 1/ p\n+tl
’ o 1+t o 1+t

3 > En déduire la valeur de S ;.

On en déduit
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1= Réponse

D’apres la question précédente, pour tout n € N,

1 L (_4ynt1
¢11(n)=/ —dt—/ Lalt
’ o 1+t o L1+t

(o

—[ln(l—i—t)][l)—/o —
zln(2)—/1ﬂdt.

I

De plus, par inégalité triangulaire,

1 n+1
L5 \</
o 1 —|—t 0
/ tn—i—l dt

n+1

1—|—t
1 n+1

-y
n+ 2 notoo
Par le théoreme des gendarmes,

1 n+1
—t
lim L dt = 0.
n—too fo 141
Ainsi,
5171 = nl—l>r-|{loo ¢171(7’L> =1n2.
|\ J

4 > Montrer alors que, pour tout g > 2,

Siq=(=1)"(¢11(¢ —2) —In2).

1= Réponse

Soit ¢ > 2. Par définition,

Sl,q = f <_1)k

k+q’

k=0
On effectue le changement d’indice j = k + ¢ — 1 dans la somme, d’ou
—+00 — +00 i
(—1)i-a (~1)
b Z j+1 SO j+1°
J=q—1 J=q—1

On écrit alors
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( N

Or on remarque que :

+00 Q -2 o

—1)

Z( )1:‘9171:1112 —¢11q_2)

im0 It iz
Ainsi,

Sl,q = _(_1>q (1112 - ¢1,1(q - 2)) = (—1)q ((,751,1(q - 2) —In 2) .

\ J

1 Expression de 5,, sous la forme d’une intégrale

Dans cette partie, on fixe (p,q) € (N*)? et on pose a,, := g. On définit alors, pour
tout t € Ry, 'application I, , : Ry — R par

I 1 x(t"'l)ap,q
palt) -—/0 15 zoon 0
5 > Démontrer que 'application I, , est bien définie et continue sur R.

1 Réponse

On fixe (p, q) € (N*)? et on rappelle que
p

Olp g = . > 0.
Pour étudier I'intégrale a parametre I, ,, introduisons la fonction
pt+1)ap,q
fiRy x[0,1] — R, f(tﬁ):m'

Ainsi, pour tout t € R,

P = /01 f(t, ) da.

Montrons que les hypotheses du théoreme de continuité des intégrales a parametre
sont vérifiées.

Continuité par morceaux par rapport a la variable d’intégration : Tout
d’abord, soit ¢t € R, fixé. Comme

(t+1)a,, >0,
la fonction

€T —> x(t‘f'l)ap,q
est continue sur [0, 1]. De plus, la fonction

g0 = L =g g

est continue sur [0, 1] et ne s’annule pas puisque
1+ 2% >1>0.
Par conséquent, la fonction
z+— f(t,z)
est continue sur [0, 1], donc intégrable sur ce segment. Ainsi, I, ,(t) existe pour tout
t € Ry : I'application [, , est donc bien définie sur R .
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( N\
Continuité par rapport au parameétre : Ensuite, fixons 2 €]0, 1]. On peut écrire

gtters — exp ((t 4 1)apqInz).
La fonction
t — pttapg
est donc continue sur R, et par conséquent
t— f(t,x)
est continue sur R, .

Pour z = 0, puisque (t + 1)y, > 0, on a

f(t70) =0,

donc t +— f(t,0) est également continue.

Domination (indépendante du parameétre) : Enfin, pour tout (¢, z) € R, x [0, 1],
on a
0 S C(,’(t+1)ap’q S 17

et donc o
x P 1
t = <
|f( 7$)| 1+x0¢p‘q = 1+a:ap7q =
Ainsi,
V(t,z) € Ry x [0, 1], lf(t,z)| <1,

ou la fonction constante x +— 1 est intégrable sur [0, 1] et indépendante du parametre
t.

Toutes les hypotheses du théoreme de continuité des intégrales a parametre sont donc
satisfaites. On en déduit

I'application I, , est bien définie et continue sur R.

6 > Déterminer

lim 1,,(n)=0.

n—-+o00

1= Réponse

Pour tout n € N, on a
I 1 x(”"‘l)ap,q
p,a(m) —/(; 11 zora dx
avec »
Opqg == > 0.
Pa =
Pour tout = € [0,1], on a
1+ % > 1,
donc )
n+1)ap,
0< u < x(”+1)ap,q_
— 1+ z%%a —
En intégrant cette inégalité sur [0, 1], on obtient
1
0<1I,,n)< / gD do,
0
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( N

Or, puisque (n + 1)ay,, > —1,

1 n+1)ap ¢+1 1
/ x(n+1)ap,q d.fC — ZU( ) o = 1 .
0 (n+Dopg+1], m+Day,+1

Comme a4, > 0, on a

1
> 0
(n+1)ap, +1 notoo
Ainsi, par le théoreme des gendarmes,

lim 1,,(n)=0.

n—-+o00

Remarque : On aurait pu démontrer cette limite autrement en utilisant le théoreme
de convergence dominée.

7 > Pour tout = € [0, 1], calculer

puis en déduire que

L/t 1 .
Ppq(n) = p </0 T zore dx + (1) ]p,q(n)) :

Soit z € [0, 1]. Comme

14z > 0,

on a —x®4 2 1. On peut donc utiliser la formule de la somme géométrique finie :

n +1

Z (—zora) = Ll = (=)

k=0 1+ %
Or,

(_l,ap,q)nJrl _ (_1)n+1x(n+1)ap,q’
donc

S (—genays = Lt L
—x p,q — N

1+ xora

k=0

Intégrons maintenant cette égalité sur [0,1]. Comme la somme est finie, on peut
utiliser la linéarité de l'intégrale :

n

/0 S (o)t de = 3 (1) /0 " hna dr.

k=0 k=0
Comme ko, , > 0, on obtient

! 1
/ ghopady — — —
0 koy,q +1

Qg = =
P )
q
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( N\
donc -
p q
WG A 1L = ,
q
et par conséquent
L q
kap,+1  pk+q
Ainsi,
1 n n q
(—za)f do =3 (-1)F
— (=1)*
~y L
—~ pk +q
= q¢pq(n).
D’autre part, a l'aide de I’expression obtenue pour la somme géométrique,
1 n.(n+1)a
1+ (-1 (nt1l)ap,q
/ ) M e = / (- dx
0 0 1+ zopa

1 1 1 x(n+1)ap,q
:/ —dm+(—1)"/ L dr
0 1+ x%.a 0 1 —+ x%p.a

1 x(”"‘l)apyq
/ ———dz = I, ,(n).
0

1+ x%.a

Par définition de I

p,q>»

On obtient donc )
1 n
00p) = | Ty 4o+ (C1PTygln).

bna) = ([ s o+ (1Dl

q 1+ z%a

Finalement,

8 > Montrer alors que, pour tout (p,q) € (N*)?

1 t(I71
Su= [ 1t
b,q 0 1+tp

1= Réponse

D’apres la question précédente, pour tout n € N,

1L/ 1 .
ra) = ¢ ([ T o+ Gt

Or, d’apres la question 6,

lim I,,(n) = 0.
n——+00
Comme
|<_1)nlp7q(n>| = |Ip,q<n)| )
N y
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( )
on en déduit également que

De plus, par définition de .S, 4,
Spq = lLm ¢,,(n).

n—-+00

En passant a la limite dans 1’égalité obtenue a la question précédente, il vient donc

11
s,,q:_/ B
’ qJo 14+ z%a

p
q

Rappelons maintenant que
Qp,g =
Ainsi,
IR |
Sa=7 | Trmde
qJo 1+ zp/
Effectuons le changement de variable
x =t
Comme ¢q € N*, 'application
t—t?
est de classe C! et strictement croissante sur [0, 1], avec
z=0<—=t=0 et z=1<—=t=1.

De plus,
de = gt dt

et
Pl — (tq)p/q — P,

On obtient alors

1 /o1 1 [ gqte?! Lot
Sp,qz—/ —dx:—/ d dt:/ dt
qJo 1+zP/e qJo 1+1t° o 1+1°

Ainsi, pour tout (p,q) € (N¥)?,
1 1q-1
a
Spg = dt.
P /0 1+1¢r

& J

2 Calcul des 5, , dans trois cas particuliers

L’objectif de cette partie est de déterminer une formulation explicite de la somme de
la série congruo-harmonique de parametres p et ¢ dans trois cas particuliers. On définit
pour cela les trois ensembles suivants :

El - {(pa Q) € (N*)z ‘p= q}7
By :={(p.q) € (N)*:p<q,pla},
Ey = {(p.q) € (N")*:p > q}.
Enfin, pour tout couple (p,q) € (N*)? fixé, on définit la fraction rationnelle F(X) par
X
F(X):= .
(X) 1+ Xp
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9 > Montrer que, pour tout (p,q) € E,
(F1) Spq = —

1= Réponse

Soit (p,q) € E;. Par définition de Ey, on a p = q.
Par définition de la série congruo-harmonique,

“+o0o
(=D)*
Spg =D _ .
P pk +q

Comme ¢ = p, on obtient

Or pk+p=p(k+1), donc

S :fﬂ:_z _ g
b prd plk+1) p E+1 »p LA

D’apres la question 3 des préliminaires,

Sl,l =1In2.

Ainsi,
_In2
p,p P .

Puisque p = ¢ pour tout (p,q) € E;, on conclut que

In2
v(pv Q) € E17 Sp,q - -

g J

10 > Pour tout couple (p,q) € E5, montrer qu’il existe une constante A := A(p, q) que
I’'on déterminera, telle que

k=1

1= Réponse

Soit (p,q) € Es. Par définition de Es, on a

p<gq et plg
Puisque p divise ¢, il existe donc un entier A € N* tel que ¢ = Ap. Cet entier est
nécessairement

(F2) S,y = ()i (m(z) - i %) .

=2
p
De plus, comme p < ¢, on a A > 2. Ainsi, pour tout k € N,

pk+q=pk+Ip=pk+N).
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-
Par conséquent,

?(Q
LS
I
+
8
T
—_
~—
>

+w

g L
=

|

—

S—

=

£
Q,
g =3
S
+
<

= |~
+
=T
+ | =
>~ =

|
2
>

Or, puisque A > 2, on peut appliquer le résultat de la question 4 des préliminaires :

Sl,A - (_1)>\ (qbl,l()\ — 2) —1In 2) .
Par définition de ¢ 1,

A—2 ;
-1
e !
J=0 j+1
En effectuant le changement d’indice
k=j+1,
on obtient )\1
— (_1)k—1
P11(A=2) =
k=1 &
Ainsi,
-1 A A1 -1 k—1
) ( (1) m)
P k
k=1
1 A—1 Al
= (=1 In2 —

Finalement, en posant

on obtient

A1 A—
I ) (m(z) _

k=1

H
—~
|
x| =
T
L
\_/

Dans le reste de la partie 2, on fixe un couple (p,q) € Es.

11 > Montrer qu’il existe des constantes (ag, by, . . -, bjp/2j—1) € CP/21H1 telles que

1—(=1) be
F(X) =
(X) 2 X+1+Z (X Wp.k X—m)’
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ou les w, ), sont des constantes que 'on précisera et F'(X) la fraction rationnelle
définie au début de cette partie.

1= Réponse

On fixe (p, q) € E5. Par définition, on a p > ¢. Posons

P(X)=XP+1
de sorte que
Xt
F(X)=——.
X = pm)

Comme ¢ < p, on a

deg(X7") = q—1 < p=deg(P),
donc F' est une fraction rationnelle sans partie polynomiale.
Cherchons tout d’abord les racines de P. Pour z € C,

P(z) =0« 2! = —-1.

pour k € 7Z, les p racines de P sont

(2k+1)im

=€ P ke [0,p—1].

Comme —1 = ei(m+2km)

Ces racines sont deux a deux distinctes. Ainsi, P est scindé a racines simples sur C,
et la décomposition en éléments simples de F' sur C s’écrit

p—1
Ck,
k=0 b

ou ¢y, ...,cp—1 € C.

Regroupons maintenant les racines conjuguées. Pour tout k£ € [0,p — 1], on a
o _ (2k+1)im (2p—2k—1)im
xk = € P = e P = xp—k—b

Comme F' est une fraction rationnelle a coefficients réels, F(X) = F(X) donc par
unicité de la décomposition en éléments simples, les coefficients associés a deux poles
conjugués sont eux-mémes conjugués. Ainsi, pour tout k£ € [0,p — 1], on a

Cp—k—1 = Ck-
Distinguons alors les deux cas selon la parité de p.
Premier cas : p est pair.
Ecrivons p = 2u. Les indices de [0, p — 1] se regroupent par couples
(k,p—Fk—1), ke[0,u—1].

Il n’y a donc aucune racine réelle isolée.
Pour tout k € [0, |p/2] — 1], on pose

(2k+1)im
Wpk ‘=T =€ P

et
b := cg.
Alors

Tp—k—1 = Wpk et Cp—k—1 = bk
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( N\
Par conséquent,
lp/2]-1 by b
F(X)=
0= % ()
Or, puisque p est pair,
1—(=1)P
(=1) =0.
2
Fixons ag € C quelconque. On aboutit a
lp/2]-1 —
1—(=1)P ag by, by
F(X) = + - .
e ) (et
Deuxiéme cas : p est impair.
Ecrivons p = 2u + 1. Les indices
ke [0,u—1]
se regroupent encore avec les indices p — k — 1. Il reste toutefois l'indice
e VZJ
2 21"
La racine correspondante vaut
(2u+1)im 0
r,=e »p =T =-—1
On pose alors
ag := Cy
et, pour tout
ke [[07 I_p/QJ - 1]]a
(2k+1)im
Wpp =€ P et by := ci.
On obtient
lp/2]-1 b
F(X :
(X)= (X Wp,k X - m)
Or, puisque p est impair,
1—(=1)
—=1.
2
Ainsi, dans les deux cas, en définissant
(2k+1)im
Wppk =€ 7 ke o, |p/2] — 1],
il existe des constantes
(aOa b07 000 7pr/2j71) € CLP/QJ+1
telles que
lp/2)—1 —
1—(—1) < by, )
F(X)= + — .
( ) 2 X—|—1 Z _ka X—wp,k
. J

Dans le cas ou p est pair, on posera ag = 0.
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12 > Calculer alors ay dans le cas ou p est impair puis montrer que, pour tout entier
k€ [0, |p/2] — 1], by peut s’écrire sous la forme

bk = _lequk s
p

ou l'on a posé b := (2k +1)7.

1= Réponse

On rappelle que
Xt
1+ XP
D’apres la question précédente, les poles de F' sont les racines de X? 4+ 1, qui sont
toutes simples.

F(X)

Calcul de ag lorsque p est impair.
Lorsque p est impair, —1 est une racine de X? + 1, donc —1 est un pole simple de F.

Le coeflicient aq associé au terme
Qg

X +1

est alors donné par
ap = lim (X 4+ 1)F(X).
X—-1

Or, puisque

3
L

XP+1=(X+1)) (—1)*X*,
0

B
Il

on obtient
Xt (—1)‘1_1

:Xliml p—1 kxk NPl k k'

e Zk:o(_1> X k:o(_l) (_1>

la derniere égalité découlant par continuité des expressions en —1. Ainsi,

(D
» .

Qo

ag —

Calcul de b;.
Soit
On rappelle que
Wpk = eiek, 9k = (Qk ol 1)%

Par construction, wy est une racine de X? + 1. Dans la décomposition en éléments
simples de F', le terme associé¢ au pole simple w,, ;, est

by
X — prc ’
On a donc
bk = Xlﬁ])fi;]ﬂ(X — wp,k)F(X).
Ainsi,
. i (X = wpyk)Xq_l
b = Xgrti,k XP+1 ’
S y,
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( )
Comme w,, ; est une racine simple de P(X) = X? + 1, on peut écrire

P(X) = (X = wpr)Q(X),

pour un certain polynome (). Ainsi,

b= lim
ET X Q(X)

Dérivons le polynome P,
P'(X) = Q(X) + (X —wpr)Q'(X),
et évaluons cette égalité en w, ; pour obtenir
Qwpr) = P(wpk) = Pwﬁl-

Par conséquent,
q—1

by, =

p—1°
PWp i

Comme wy, ;, # 0, on peut simplifier les puissances :

- }_,wp k - ]_ank
Or
ok
q—p p,
Wy = —p—
g ok
Comme nous avons montré que wﬁ = —1, 1l vient
1
bk == _ng,k‘
Enfin, '
Wpk = elek7
donc . '
= (%) = 6
On obtient finalement
1. m
Vk e [0,|p/2] —1], bp=——€P G =(2k+1)-.
p p
(G J

13 > En déduire la décomposition en éléments simples de F'(X) dans R(X) :

_ lp/2]-1
1—(=1)P —1)e1! 1 2
F(X): ( ) . ( ) . S Fk(X),
2 P X+1 »p —

o, pour tout 0 < k < [p/2| —1,

cos(qb) X — cos((qg — 1)0y)
Frl(X) = X2 —2cos(0p) X +1
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1= Réponse

D’apres la question 11, on dispose de la décomposition en éléments simples de F' dans

C(X) :
lp/2]-1 T
1—(=1)" ag ( b by )
F(X) = + + :
(X) 2 X+1 ; X —wpr X —Wpr
D’apres la question précédente, lorsque p est impair,
(-1

Qg = )
p

et, lorsque p est pair, 1 — (—=1)? = 0.
Ainsi, quelque soit la parité, le terme associé au pole réel —1 peut s’écrire
- (1P ()1
2 p X+1

Considérons maintenant, pour

k€ [[07 Lp/zj - 1]]7
les deux termes associés aux poles conjugués wy, , et wp 1.
On rappelle que

9k = (2]€ + 1)%, prg = ew’“,
et, d’apres la question 12,
bk = —leiqek.

Par conjugaison, on obtient

Ainsi,

by by 1 a0k e~ 0k
+ == — + — .
X —wpr X —Wpk p\X —e?r X — e Wk
Réduisons les deux fractions au méme dénominateur. On a
(X . ewk)(X . e—in)
— X2 _ (ewk n e—wk) X+ ¢t gk
Or, d’apres les formules d’Euler,
e 4 7% = 2 cos(fy)

et
e~k — 1,

Par conséquent,
(X — e )(X — e ™) = X% — 2cos(fp) X + 1.
Pour le numérateur, on obtient
e (X — ek 4 gl (X _ ¢if)
—x (eiqek 4 e—iqek) _ (ei(q—l)ﬁk 4 e—i(q—l)Gk) ‘
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-
A nouveau, grace a la formule d’Euler

e™ 4+ e ™ = 2cos(u),

il vient
e 4 e~ — 2 cos(qb},)
et
a1 1 =10 — 9 co5((q — 1)6y).
Ainsi,

b N b, _ 12cos(gfk)X —2cos((q — 1)6k)
X—wpp X—Wyr D X% —2cos(0)X +1
_ 2cos(gfk)X — cos((q — 1)6x)

T p X2 —2cos(0p)X +1

En posant, pour tout
kelo,|p/2] —1]
(

cos(qli) X — cos((q — 1)6y)
Frp(X) =
(X) X2 —2cos(0p)X +1
on a donc .
br b 2

+ = ——F(X).
K =tyn 2 =Up D
En reportant cette expression dans la décomposition de F', on obtient finalement

_ lp/2]-1
1—(=1)P (-1)¢ 1 1 2
F(X) = . . _Z E F.(X).

On admet que les F}, sont continues sur [0, 1] et que pour tout 0 < k < |p/2] — 1,

/01 Fy(t) dt = cos(gby,) In <25in (9—2’“» - gp(p = 1= 2k) sin(qf).

14 > Montrer que

/211 0 si p est pair
Z cos(qby) = (—1yett ) -
o 2 Sl p est 1mpair

1= Réponse

On rappelle que
O = (2k + 1)5.
p

Comme (p,q) € E3, on a
1<qg<np.

Considérons tout d’abord la somme
p—1
E !0
k=0

Pour tout k£ € [0,p — 1],
¢l — iak+D)m/p _ cign/p (emqw/p)’“ '
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e “
Ainsi,
p—1 p—1
Z o110 — piam/p Z (eziqw/p)k _
k=0 k=0
Or, puisque 1 < ¢ < p, on a
62iq7r/p ?é 1.
On peut donc appliquer la formule de la somme géométrique :
p-1 _ (e2ian/p\P _ 2ign
Z RE— eiqﬁ/pl (6 ) — lam/p 1—e™ -0
1 — 62iq7‘r/p 1— €2iq7r/p

k=0
En prenant la partie réelle, on obtient

p—1
Z cos(qbx) = 0.
k=0

Il reste a relier cette somme a celle demandée. Distinguons les deux cas selon la parité
de p.

Premier cas : p est pair.
Pour tout

k€ [[Oap/Q - 1]]a
on a - .
Opr—1 = (2(p—k—1)—|—1); = (2p—2k—1)5 =21 — 0.
Par conséquent,
cos(ql,—k—1) = cos (q(2m — 6y)) = cos(2qm — qbi) = cos(qby,).
Les termes de la somme complete se regroupent donc deux a deux, et

p/2—1

p—1
Zcos(q@k) =2 Z cos(qby,).
k=0 k=0

Comme la somme de gauche est nulle,

p/2-1
Z cos(qbx) = 0.
k=0
Puisque, lorsque p est pair,
VZJ _P
2 2’
on obtient
lp/2]-1
Z cos(qfy) = 0.
k=0

Deuxiéme cas : p est impair.
Posons
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( ~\
Comme précédemment, pour tout k € [0,u — 1], les indices k et p — k — 1 donnent

les mémes cosinus. Il reste cependant le terme d’indice u. Or
0, = (2u—|—1)E :pZ = T.
p p
Ainsi,
cos(ql,) = cos(qm) = (—1)%
La somme complete s’écrit donc

p—1 -1
Z cos(qby) = 2 Z cos(qfy) + (—1)%
k=0 k=0

Comme cette somme est nulle,

2icos(q0k) = —(=1)2 = (=1)7t%

D’ou
lp/2]-1
—1 q+1
S cos(at) = =
k=0
Finalement, on obtient bien les valeurs indiquées :
lp/2]-1 0 si p est pair,
Z cos(qby) = (—1)e+!
k=0 5 si p est impair.

15 > Déduire des questions précédentes que, pour tout (p,q) € Fs,

T [p/2]—-1 lp/2]—1 "
- Z (p—1—2k)sin(gby) — 2 Z cos(qby) In (Sin (5)>

1
PAP = k=0

1= Réponse

D’apres la question 8, on a

1 tq—l 1
5 :/ dt:/ F(t)dt.
y2u 0 1+ tp 0 ( )

Or, d’apres la question 13, la décomposition en éléments simples de F' dans R(X) est
lp/2]-1

I Sl Gt L Gt L S 3 Fu(X).

2 P .X—i—l_p —
1
/ Fu(t) dt.
0

(F3) Sp,q =

F(X)

Par linéarité de I'intégrale, on obtient donc

1—(—1P (=)' [ 1 g P
Spq = : dt—= "
% D o t+1 P =

1

1 1
——dt =[In(1+¢)], =1n2.
L i+l [In( +>]0 n
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p
De plus, I'énoncé donne, pour tout k € [0, |p/2]| —

1],
/01 Fi(t) dt = cos(gby) In <2 sin (%)) - le(p — 1= 2k) sin(qbh)-

De plus,
In <28in (%>) =In2+1In (sin <%>) .
2 2

En reportant ces expressions, il vient

_ lp/2]-1
1—(=1)P(=1)s! 2In2
Spg = In2 — —— 5 cos(qf
P, 9 D D — ( k)

9 lp/2)-1 0, - lp/2) -1
- Z cos(qbx) In (sm <5)) + ] Z (p — 1 — 2k)sin(qby).

k=0 k=0

Il reste a montrer que les deux termes contenant In2 se compensent. Pour cela, dis-
tinguons les deux cas selon la parité de p.

Premier cas : p est pair.
Alors
1—(-1)P=0.
De plus, d’apres la question 14,
lp/2]-1

Z cos(qlx) = 0.

k=0
Les deux termes contenant In 2 sont donc nuls.

Deuxieme cas : p est impair.

Alors

De plus, d’apres la question 14,
lp/2] -1 (_1)q+1

Z cos(qby) = >

k=0

Ainsi, la somme des termes contenant In 2 vaut
_1)q—1 _1\q+1
(—1) 1112_21112.( 1) :h1_2
p p 2 p

(=1 = (=1)™) =0,
car

(=1)7! = (=1)o*L,
Dans tous les cas, les termes contenant In 2 disparaissent. Il reste donc

- lp/2]-1 9 lp/2]—1 6,
Spq = = Z (p — 1 — 2k)sin(qfx) — » Z cos(qb) In (sm (§>> .

p k=0 k=0

En factorisant par %, on obtient finalement
\ J
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1 (= lp/2]-1 lp/2]—1 6,
Spg = i Z (p — 1 —2k)sin(qby) — 2 Z cos(qby) In (sin (§>)

p k=0 k=0

16 > En déduire les valeurs exactes de Sy et Ss ;.

1= Réponse

On utilise la formule obtenue & la question précédente : pour tout (p,q) € Es,

1« lp/2]-1 lp/2]—1 6,
Spq = o\ Z (p — 1 —2k)sin(qby) — 2 Z cos(qbx) In (sin (E)) ,

k=0 k=0

avec -
0 = (2k + 1)~
p

Calcul de 95, ;.
Comme 2 > 1, on a (2,1) € Ej5. De plus,

-

donc les deux sommes de la formule précédente ne comportent qu’un seul terme,
correspondant a k = 0.

On a -
Op=(2x0+1)= = —.
0=02x0+D)g5=3

Ainsi,
sin(fy) —SlIl(

et

)=
)=t

R o)

cos(fy) = cos (

Par conséquent,

On obtient donc

s
5271 = Z o

Calcul de S5 ;.
Comme 3 > 1, on a (3,1) € Ej5. De plus,

-

donc, la encore, les deux sommes ne comportent qu’'un seul terme correspondant a
k= 0.
On a

90:(2x0+1)%:

co| 3
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M D
Ainsi,

La formule de la question 15 donne alors

S31 = % <g(3 — 1) sin (g) — 2cos <g) In (sin (%)))
5 (5Fein()
()

Or .
In (—) =—1In2
2
Ainsi,
1 ({7v3
831 = g (T —|—1I12)
B V3 In2
9 3
Finalement,
T /3 In2
R
. J

3 Quelques calculs de probabilités

L’objectif de cette partie est d’évaluer la probabilité qu'un couple d’entiers (p,q) €
(N*)? pris au hasard appartienne au domaine d’application d’au moins 1'une des formules
(F1), (F2) et (F3) obtenues dans la partie 2.

On fixe pour cela n € N* et on décide de tirer successivement et avec remise deux
entiers p et ¢ selon une loi uniforme sur l'intervalle [1,n]. On définit alors les événements
suivants, ou E, Fy et E3 sont les trois ensembles définis dans la partie 2 :

— FE, : 7On obtient (p,q) € F1 U Ey U E3”.

— A, : 70On obtient p = ¢”.

— B,, : 7On obtient g > p et q est divisible par p”.
— (), : 7On obtient p > ¢”.

17 > Justifier que U'ensemble {A,,, B,,, C,,} forme une partition de E,,.
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1= Réponse

Par définition,

En = {(p, Q) € E1 U E2 U E3}
Or les événements A,,, B,, et C,, s’écrivent respectivement

A, ={(p,q) € Er},

B, ={(p,q) € E,},
et

Cn = {(p,q) € Es}.

I1 suffit donc de vérifier que les ensembles E;, Fs et E3 sont deux a deux disjoints.
On rappelle que

Ei={(p,g) € N*)* | p= g},
Ey={(p,q) e N)*|p<gq, p|q},

et

By ={(p,q) € (N*)* | p > q}.
Les conditions

p=aq, P <4q, pP>q
sont incompatibles deux a deux. Ainsi,

EiNE, =10, Ei1NE; =0, EsNE;=0.
Par conséquent, les événements A,,, B, et C, sont deux a deux disjoints.
De plus, par définition de E,,,
E,=A,UB,UC(C,.

On en déduit que

{A,, B,,, C,} forme une partition de E,.

18 > Calculer P(A,) puis P(C,,).

1= Réponse

Les deux entiers p et g sont tirés successivement, avec remise, selon la loi uniforme
sur

[1,n].
Ainsi, tous les couples

(p:q) € [1,n]*
sont équiprobables, et il y en a
n?.
Calcul de P(A4,).
Par définition,
A, ={p=4q}.

Pour réaliser I’événement A,,, on peut choisir librement la valeur de p parmi les n
entiers de [1,n], puis la valeur de ¢ est imposée puisqu’il faut avoir

q=D.
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( )
Il y a donc exactement n couples favorables :

(1,1),(2,2),...,(n,n).
Comme tous les couples sont équiprobables,

n 1
Ainsi,
P(A) =
"
Calcul de P(C,,).
Par définition,
Cn={p>q}.

Par symétrie des roles de p et ¢, on a

P(p > q) = P(q > p).
De plus, les trois événements
{p=d¢t, {p>at, {a¢>p}

sont deux a deux disjoints et forment une partition de 'univers. Ainsi,

1=Pp=q)+P(p>q) +Plg>p)

Comme |
P(p=q) = P(4,) =
et
P(p > q) =P(q > p),
on obtient
1=—+2P(C,
— 1+ 2P(C,)
Par conséquent,
1 1
P(C,)==(1-—
©)=3(1-3)
_n— 1
2
Finalement,
P(A) =~ ot PC) ="
n) — — € n) —
n 2n
. J
19 > Montrer que
1 < |n 1
P(B,) = — e
B)= %3 2] -1

et en déduire P(A, U B,,).

1= Réponse

Par définition,

B,={q¢>petp]|q}

Derniere mise a jour : 4 janvier 2026



Mabrouk BEN JABA

Page 25/32

Vs

Les deux entiers p et ¢ étant tirés indépendamment et uniformément dans

[1,n],
on peut conditionner par la valeur prise par p.
Les événements
{p =k}, ke [1,n],
forment un systeme complet d’événements. Ainsi, d’apres la formule des probabilités
totales,

]P(Bn) = Z]P’(p = k) ]P)(Bn ’ b= k)

Comme p suit la loi uniforme sur [1,n],
1
Pp=£k)=—.
(p=Fk)=_
Fixons maintenant k& € [1,n]. Sous la condition p = k, I'événement B,, est réalisé si
et seulement si
q>k et k|q.

Les valeurs possibles de ¢ sont donc les multiples de & de la forme

q=rk,
avec
r>2
puisque q > k, et
rk <n,
c¢’est-a-dire
r < lﬁJ )
k

Ainsi,
et il y a donc

valeurs possibles pour q.
Comme ¢ est uniforme sur [1,n], on obtient

Par conséquent,
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( N\
donc

1

n2
k=

[y

On cherche maintenant P(A,, U B,,).
D’apres la question 17, les événements A, et B, sont disjoints. Ainsi,

P(A, U B,) =P(A4,) + P(B,).
Or, d’apres la question 18,

Par conséquent,

s LAl

n
k=1
1 [N
=i
k=1
Finalement,
1 < |n
P(A,UB,) = — H
n* e k
\ J

20 > En notant H, := )", _, % la série harmonique, montrer que

H, ~lnn (n— +00).

1= Réponse

On pose
"1
H, = —.
Z T
k=1

On va comparer cette somme a l'intégrale de la fonction

1
S
i

qui est positive et décroissante sur R7 .
Pour tout k£ € [1,n — 1], et pour tout x € [k,k + 1], on a, puisque = — 1/x est

décroissante,
1 1
- <<
E+1" az—
En intégrant sur [k, k + 1], on obtient

1
~
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Or .
— 1 "1
e L et
k=1 + j=2 J
et .
.
1 1
—=H,— —.
k n
k=1
De plus,

Ainsi,
1
H,—1<Inn<H,— —.
n
On en déduit en particulier

Inn < H, <Ilnn+ 1.

Pour n > 2, Inn > 0, donc en divisant par Inn,

H, 1
1<—<1+4+ —.
Inn Inn
Or ]
— — 0.

Inn n—+oo
Ainsi, par le théoréeme des gendarmes,
H.

Inn n—+oo
Par conséquent,

H, ~Ilnn (n = +00).

21 > Montrer alors que

1
P(A, U B,) ~ % (n — +00).

1= Réponse

D’apres la question 19, on a
P(A,UB,) =

Pour tout réel x € R, on a
r—1<|z] <=z
Ainsi, pour tout k € [1,n], on obtient
n n n
sl <
k k k

En sommant ces inégalités pour k allant de 1 a n, il vient

n

NEDE B3

k=1 k=1
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Or, en notant
1
Hn = )
k=1 k
on a
" n
— =nH,
k=1 k
et
" /n
(— — > =nH,—n
k=1 k
Par conséquent,
n
n
nH, —n < LEJ <nH,
k=1

En divisant par n?, on obtient

Hy —1 g]P(AnuBn)gﬂ.
n

n
On divise I'encadrement par 1“7” > (0 pourn >2:

H,-1 PA,UB,) _ H,
< <

Inn = Ilnn/n  ~ lnn’
Or, d’apres la question précédente,
H,
n
Inn n—+oo
et
H, =1 H, 1 |
Inn  Inn  Inn no+oo
Par le théoreme des gendarmes,
P(A, U B,) .1
Inn/n  notoo
Ainsi,
1
P(A,UB,) ~ —  (n— +00).
n
|\ J
22 > En déduire
i FER):

1= Réponse

D’apres la question 17, les événements A,,, B, et C, forment une partition de E,,.
Ainsi,
E,=A,UB,UC,,
avec des événements deux a deux disjoints.
On peut donc écrire

P(E,) = P(A, U B,) + P(C,,).
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D’apres la question 21,
1
P(A,UB,) ~ —.
n

Or

Inn

— ——0,

n n—-+oo

donc

P(A, U B,) — 0.

n—-+oo

Par ailleurs, d’apres la question 18,

n—1 1 1
= "5 =3 (1= 7)

1

n—-+4oo 2 '

d’ot
P(Cy)

Par conséquent,

P(E,) = P(A, U Bp) + P(C) —— 0+ .

n—-+oo 2

Ainsi,

lim P(E,) =

n—-+oo
\\ J

N | —

4 Vitesse de convergence des S,

Dans cette derniere partie, on s’intéresse a la vitesse de convergence des séries congruo-
harmoniques. On introduit pour cela la définition suivante.

Définition 2. Soit (u,),en une suite convergente vers une limite réelle [ telle que u, # I
a partir d’'un certain rang. On définit alors, sous réserve de convergence, la vitesse de
convergence V' de (uy)nen par

V = lim

n—-4o0o

Unp41 — [
Up — 1

On qualifie alors la vitesse de convergence de la suite (u,)nen selon la valeur de V' :

— Si V =0 : la convergence sera qualifiée de supra-linéaire.

— Si V €]0, 1] : la convergence sera qualifiée de linéaire.

— Si V =1 la convergence sera qualifiée d’infra-linéaire.

On définit alors la vitesse de convergence d’une série comme étant celle de la suite de

ses sommes partielles.

On définit enfin, pour tout (p,q) € (N*)?, I'application R, := %Ip,q ou I, , est Iappli-
cation définie dans la partie 1.

23 > A l'aide du changement de variables s = 2"+ dans I, ,(n), démontrer que

1
R, ,(n) ~ 2]771 (n — 400).
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1= Réponse

On rappelle que

1
Rpq (n) = &Ip,q (n)

et que, par définition de I, ,,

1 1 p(rtDap,g
Ryq(n) = _/ & dzx,
0

qJo 1+z%a
ou .
Qpq=—>0.
Y2 q
Effectuons le changement de variable proposé
s =zt
L’application
x — ™!
est une bijection strictement croissante de [0, 1] sur [0, 1]. On a
r — gl/(n+1)
et
ds = (n+1)z" dz.
Ainsi,
dz = L s~V () g,
n+1
De plus,
x(nJrl)ap,q — (xn+1)04p,q — Sap,q’
et

xora — Sap,q/(n""l)‘

1 1 s%p.q S_n/(n""l)
vaq(n) = q(n + 1) /0 1 + s@p.a/(n+1) ds
1 1 Sozp,q—n/(n—i-l)
= / ds.
q(n + 1) 0 1+ 5p,q/(n+1)
Posons, pour tout n € N* et tout s €]0, 1],

fn(s)

Etudions la limite de I'intégrale de f,.
Continuité : Pour tout n € R, s — f,(s) est une fonction continue sur |0, 1].
Convergence ponctuelle : Pour tout s €]0, 1] fixé,

n

Par conséquent,

g,a—n/(n+1)

= 1+ sopa/(ntl)

(6% — — @ —1
et
Qp,q
n—+1 no+too
Ainsi,
Sap,q_n/("""l) —_ Sap,q—l
n—-+0o0o
. J
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-

et

Sap,q/(nJrl) - 5.
n—-+00

On obtient donc

1 1
EE——
fn(s) n—-+o0o 28 ’

Domination (indépendante du parameétre) : Montrons maintenant que les fonc-
tions f, sont dominées par une fonction intégrable indépendante de n.
Pour tout s €]0, 1],

1+ S"‘p,q/(”'i‘l) > ]_’

donc
O S fn<8) S Sapyqin/(n+1).
Or n
<1,
n+1—
donc n
Qp g — — = gy =

Comme 0 < s < 1, la fonction u + s* est décroissante. Ainsi,
Sap,q—n/(n—f—l) < Sap,q_l‘

Par conséquent,
Or la fonction

est intégrable sur |0, 1] puisque
@y = 1L = =1

car a4 > 0.
On peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée, ce qui donne

! 1 /! 1 [sopa]? 1
/ fa(s)ds —— = | s%elds == {S ] =
0

n—+oo 2 Jo 2 lapgly 2apg

Comme a4 = £, on obtient

Ainsi,

Par conséquent,

an(n) =

Enfin, on obtient

q<n+1>/o l8)ds ~ e Doy ~ B D)

1

~— — i
oom (n = 400)

Ry q(n)

J

24 > En déduire la vitesse de convergence de la série congruo-harmonique alternée
> uy, c’est-a-dire celle de la suite des sommes partielles (¢, 4(7))nen.
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1= Réponse

D’apres la question 7, pour tout n € N,

L/ 1 .
Ppq(n) = p </0 T o 2 (=1) [p,q(n)> :

Or, au cours de la question 8, on a montré que
1/
Spq = _/ o dx
qJo 14+ z%a

1
Rpq (n) = glp,q(n)'

Ppg(n) = Spg + (=1)"Rp4(n),

Ppg(n n) — Spq = (_1)an7q(”>~

Comme, pour tout n € N,
I 1 x(”+1)ap,q J
n) = ——dx >0,
pyq( ) /0 1+ 2o

on a R,,(n) > 0. En particulier, ¢,,(n) # Spq, ce qui permet bien d’utiliser la
définition de la vitesse de convergence.
On cherche donc

De plus, par définition,

Ainsi,

et done

Ppa(n +1) = Spy

V=1
e Pp.q(1) — Spq

n—-+o0o

A Daide de I’expression précédente,

Ppq(n+1) _Spq

‘(—U”“Rp,q(n + 1)‘

Ppg(n) — Spg (=1)"Ry4(n)
_ Ryq(n+1)
Ryy(n)
Or, d’apres la question 23,
1
Ry q(n) ~ %
On a donc également
1
Rp’q(n + 1) ~ m

Par conséquent,
1
Rpq(n+1) Lt M

—_— \

RWI(TZ) 2’%” n—+1 n—>+oo/

Ainsi,
V: hm ¢PCI(n+1)_Spq
n—+oo | @pg(n) — Spg
D’apres la définition donnée dans 1’énoncé, on en déduit que

= |

la série congruo-harmonique alternée a une convergence infra-linéaire.

FIN DU PROBLEME.
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