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Notations

On rappelle 'expression des coefficients binomiaux. Lorsque &k et n sont deux entiers, on
pose :

n! .
<TL) _ k!(n—_k)!, siO S k S n
k 0 .
, S1non

On pourra utiliser sans démonstration 1’équivalent de Stirling, valable lorsque l’entier
naturel n tend vers +oo :
n n
n! ~ <—> 2mn

n—oo \ €

1 Une propriété sur les sommes de
Riemann

Dans toute la suite, pour les réels a < b, on note Z,; I'ensemble des fonctions f :
la,b[— R, continues sur l'intervalle |a, b[, intégrables sur |a, b[ et vérifiant de plus :

.1 b—a 1 b
Jirgoﬁ;f(a—i—k - >:b_a/Qf(t)dt.

1> Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Démontrer que la restriction g de la
fonction f a l'intervalle |a, b[ appartient a I’ensemble Z, .

1= Réponse

Par restriction, la fonction g est continue sur |a, b[ et est prolongeable par continuité
au segment [a, b] donc est intégrable sur |a, b|.

Soit n € N»o. Pour tout k € [1,n — 1], a + k =2 €a, b[ d’ot :
n—1 n—1
1 b—a 1 b—a
- k == k
nzg(a+ - ) ”kzlf<a+ - )

k=1
_171_1 b—a f(a)
—ﬁkz:;f<a+k:- - )— o

D’apres le théoreme des sommes de Riemann appliqué a f (qui est une fonction
continue sur un segment), on a :

— b—a 1 b
lim — k = t)dt.
ngn;nzzof(“ )= o
De plus,
lim 19 _ o,
n—oo N,
|\ J
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( N

Par conséquent,
n—1 b
1 b— 1
o = g (a+k “) - / F(t) dt
n—oo 1 - n b—a @

1

Comme f et g coincident sur |a, b] (et, on a vu précédemment que les deux fonctions
sont intégrables sur |a, b[) on a :

b_a/f b_a/bg(t)dt.

< b—a 1 b
1 — k = t)dt.
n}fmZg(w ) b_a/ago

On vient de montrer que | g € -@a,b-

I1 vient alors :

\ J
2> E ifer k > 1 _ 1 L b = !
> En posant pour tout entier k > 1, ar = o kT % + BYSEE montrer que
I’'on peut choisir un entier ky > 1 tel que :
Vk > ]{?0, bk—H < ag.
En déduire que la fonction f :]0, 1[— R définie par :
1
k% .2kl (t —ap), 'l existe un entier k > ko tel que t € |ag, ap + —— STl
frte k2.2 (b, —t), sl existe un entier k > kg tel que t € |ap + ——, by

2k+1’

0, sinon

est une fonction bien définie et continue sur |0, 1], intégrable sur ]0, 1] et cette
fonction f n’appartient pas a l’'ensemble % ;.

1= Réponse

Pour tout entier k£ > 1, on a :
b 1 1 1 1 k+1—k 1 1 1 1 1
a = = — — = = — .
PO T R TR k1 262 k(k+ 1) 2FFL 22 E(k 4 1) 2RI k2
Remarquons que pour ng € N* fixé, on a par le théoreme des croissances comparées :
. k(k+1) : k(k+1)
kggloo Qk+no n—1>+oo e(k+no)In(2) 0,
ce qui s’écrit :
1 1
= ol ——].
2ktn0 poio  \ k(k+ 1)
Ainsi,
b 1 i 1
ay — = —+4o|l—— ).
E M e k(k 4 1) k(k+1)
Autrement dit,
b 1
ay — ~
o k(k+ 1)
|\ J
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( )

Quand k tend vers +oo, ap — b1 est équivalente a qui est strictement

1
k(k+1)
positive donc on en déduit que aj — by est strictement positive a partir d’un certain
rang ko € N*.

Ainsi, ‘on peut choisir un entier kg > 1 tel que pour tout k& > kg, bpr1 < ay.

Montrons que f est bien définie : Par définition, pour tout k£ € N* ap < b;.
D’apres ce qu'on vient d’établir, pour tout k > kg, ary1 < bpy1 < ag < bg.

Cela montre que les intervalles ([ay, bx])r>k, sont disjoints.

Soit t €]0, 1] et on distingue différents cas :

e Supposons qu’il existe k > kg tel que ¢ € [ay, bi]. D’apres ce qui précede, ce k
est unique. On examine plusieurs cas :
— Sit € [ag, ap + g [, alors f(t) = k225H1(t — a) est bien définie.
— Sit €lag + 5r5r, by, alors f(t) = k*287 (b, — t) est bien définie.
— Sit = ar + 2,6%, alors bk — i = bk — ar — 2k1+1 = 22k1+1 — 2k1+1 = 2k1+1 et
t — a, = 57 done f(t) = k* = k2" (¢ — ay) = k22871 (by — t) est bien
définie.

e S'’il n’existe pas de tel k, alors f(t) = 0.

Ainsi, | la fonction f est bien déﬁnie.‘

Une illustration graphique de la fonction f :

N
Q41 bk:+1 ag bk t

ak+1+w ak'f‘ﬁ

Montrons que f est continue : Comme la fonction f est affine par morceaux, elle est
continue sur

1 1
kgo <]bk+1,ak[U]ak,ak + W{U}ak + W’bk |:> U]bkm 1[.
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( N\
On vérifie que la fonction f est continue en chaque ay, ap + # et by pour k > k.

Soit k > ky. On a :
o D’un coté, lim f(t) = lim k225t — ap) = 0 = f(ag).

+
t—a, t—a,

De l'autre coté, lim f(t) = lim 0 =0 = f(ax).

t—a, t—a,
Ceci prouve que f est continue en ay.
o Dun coté, lim f(t) = lim k*28T1 (b, — 1) = 0 = f(bp).
t—b, t—b,

De lautre coté, lim f(t) = lim 0 =0 = f(b).

t—>b2’ t—>b2‘
Ceci prouve que f est continue en by.
o D’un coté,
1
lim  f(t) = lim k2o, —t) =k* = f (ak + )
1 \T 1\t Qk+1
t_><ak+2kT) t—)((lk—‘rm)
De I'autre coté,
1
im  f(t)=  lim K2t —a) =k = (ak+ ) .
t—(ar+55r7) t—(ar+55r7)

Ceci prouve que f est continue en a; + 2,9%

On en déduit que f est continue sur

1 1
U <[bk+1;ak] U [ak7ak+ W} U |:ak+ﬁabk:| ) U [bg,, 1.

k>kg

Comme klim ar = 0, la réunion d’intervalles ci-dessus est égale a |0, 1[. On vient de
—+00

montrer que |la fonction f est continue sur |0, 1].

Montrons que f est intégrable : Soit k > ky. On commence par calculer I'intégrale de
f sur [ag, by].

b ak+2,€% by
F(#)dt = / £(6) dt + / F(6) dt

1

ak ag art+orrT
ak—&—zk% by,
— / K2R (t — ay) dt + / k22 (b — t) dt
ag azﬁrﬁ

an4—L
_ 2ok+1 ({(t—ak)z} kR N |:_ (bk —t)2:|bk )
2 2 1
ak akt T

k22k+1 1 1
= ((ak + — — ak)2 + (bk — ar — —)2)

2 9k+1 9k+1
k22k+1< 1 \? 1\?
-5 ((5) + (=)
2 2k+1 2k+1
k’2
:2k+1'
\_ J
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2

br 2
Ainsi, pour tout k > ko, f(t)dt = ol

ag
Comme f est nulle en dehors de J,,, [ax, bx], on a : Pour tout n > ko,

bk n kQ
[roa=3 ["roa=3 5
k=ko k=ko
Or, par croissances comparées,
k* , k*
b 25T~ WS g — O

ko 1
2k+1 k—>_+ooo ﬁ '

. 1 . :
Comme la série de terme général <ﬁ est une série de Riemann convergente,
k>k

ce qui s’écrit :

2
on en déduit que la série de terme général (—) converge par comparaison de
k>ko

série a termes positifs.
Comme lim,, ,, a, =0, 0n a :

1 +<>0 k2

kk‘o

L’intégrale de gauche étant convergente, et f est positive, on en déduit que
la fonction f est intégrable sur |0, 1].

Soit n > ky. Par définition de a,, on a :

g (%) -/ (a” i 2n1+1) =

Comme f est positive, on obtient :

1 0\ 1e=_./k\_1,/1\ 1,
5o s) 1) )b

Par minoration, on obtient :

—0
HETOOEZf(O—l—k >_+oo.

Or, on a vu ci-dessus que

+00 ]{]2
/f dt =), oy < +oo.
k=ko

En conclusion, |la fonction f n’appartient pas a I'ensemble % ;.

Remarque : Cette question est un contre-exemple au fait que le théoreme des
sommes de Riemann n’est plus nécessairement valable lorsqu’on travaille avec des
fonctions continues et intégrable sur un intervalle ouvert.
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a. Remarquons qu’on aurait pu calculer 'intégrale autrement : L’aire sous la courbe correspond

a l'aire d’'un triangle de base by, — ay = 5% et de hauteur k* d’ou fab: f(t)dt = 2 k% = Qkil.

22’c

Dans la suite, on définit la fonction :
10,1] — R
i 1
h: t _ .
t(1—1t)

1
3 > Montrer que la fonction ¢ : t — —= est intégrable sur |0, 1[, puis montrer que la

Vi
fonction ¢ appartient a % ;.

1= Réponse

La fonction ¢ est continue sur |0, 1] et est intégrable sur ]0, 1] car on a une intégrale
de Riemann convergente.
Comme la fonction ¢t — 21/t est une primitive de ¢, on peut méme calculer explicite-

ment sa valeur : .
1
/ o(t) dt = [2\/%} G — =
0 0

Soit n € Nzg. On a:

Comme la fonction ¢ est continue et decrmssante sur R’jr et intégrable en 0, on peut
effectuer une comparaison série-intégrale pour trouver la limite :
Pour tout £ € N*, on a

k+1 1 k 1
O</ —dt
kl\/_

donc en sommant ces 1nega11tes pour k € [[1 n — 1], on trouve

=5 s [

Par la relation de Chasles et par Calcul dlrect via la primitive, on a

n— k+1 1

k=1 "k

n—1 k+1 1
Z/ dt / —dt =2v/n—2V1=2vn—2,
= Vi

n—1 k 1 n—1 1
/ —dt:/ —dt=2vVn—1-20=2vn— 1.

1 Jk—1 Vit 0 Vit

Ainsi : -
2\/5—2§Z— 2v/n — 1.
— vk~
1\ J
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( \
Par conséquent,
n—1

2 2 < 1 1 < 24/1 L
\/ﬁ_\/ﬁkzl\/g_ n'
Or
2 1
lim 2— — = lim 24/1—==2,
n—-4o00 \/ﬁ n——4o00 n

donc par le théoreme d’encadrement, on obtient
lim

1 2
— — =2,
H+oo\/ﬁ;\/é

1 /% 1
lim — ) = | et
n;glmn2¢(n> /0 o(t)

soit encore :

On vient de montrer que (¢ € Zj;.
|\ J

4 > On note h la restriction de la fonction h & Dintervalle 10, 3]. Vérifier que la fonction
h est décroissante sur |0, %[, puis montrer que la fonction h appartient a %, 1.

1= Réponse

Pour tout ¢ € ]0, 3], h(t) = t7/2(1 —)~'/2. La fonction h est par dérivable sur 1o, 2]
par produit de fonctions dérivables et pour tout ¢ € }O, % [, on a

~ 1 1
h/(t) _ _§t73/2(1 o 75)71/2 + §t71/2(1 . t)73/2

_ —%t—?’/? (1= )32 [(1 — ) — 1]

1
=320 -2 (1 -2) <0.
. N

Par conséquent, | La fonction h est décroissante sur ]0, % [

N =

Montrons que he D 1. La fonction % est continue sur }0, [ et on a :

~ 1 1
h(t) = Vi1 vy 7 = ()

Or d’apres la question 3, la fonction ¢ est intégrable sur |0, 1] donc a fortiori sur ]O, % [
Par comparaison d’intégrales de fonctions positives, on en déduit que la fonction h
est intégrable sur |0, 5.

Pour montrer le dernier point, faisons une comparaison série-intégrale : Soit n € N>,.

Comme h est décroissante sur 10,1, on a : Pour tout k € [1,n — 1],

B 1~/ k 5
/ Rt dt < — <—> < / Rt dt,
& 2n 2n k1

2n
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( )
donc en sommant ces inégalités pour k € [1,n — 1], on trouve :

n—1 k2+1 n— 1 k n—1 &
<N —nlX)<
> L hwde<y ok <2n> <> h)dt,
k=1" 2n k=1 k=1 2
et par la relation de Chasles :
% n—1 1 k "2 1
h(t) dt < —h|— | < h(t) dt
/21 (®) _;Zn (2n>_/0 (t)
Or lim,, o ﬁ =0 et lim, o 5 = % donc, comme h est intégrable sur }0, % [, on
a:
li %Etdt li %E dt %Etdt
Jdim [Thwde= i [ h@a= [T

Par le théoreme d’encadrement, on obtient

n—1 1
1~/ k P
li — = = h(t) dt
n—1>I-41:100 1 2n (27?,) /Ov ( ) 7

soit encore :

On vient de montrer que |h € Z 1.

|\ J

5 > Montrer que la fonction h est intégrable sur |0, 1], et que :

1 1/2~
/ h(t) dt = 2 / Rt dt.
0 0

La fonction h est continue sur |0, 1[ et on a vu a la question précédente qu’elle est
intégrable au voisinage de 0. Montrons l'intégrabilité au voisinage de 1 :

1 1
h(t) = ~ .
®) Vi/(1—t) =1 /1 —¢
La fonction ¢t — 1 — t est de classe C! et strictement décroissante sur ]0, 1], on peut

donc appliquer le théoreme de changement de variable en posant u = 1 — t qui nous
donne que les intégrales suivantes sont de méme nature :

1 1 /2 1/2
———dt et / —du = / o(u)du.
/1/2 V91—t o Vu 0 (u)

Or, d’apres la question 3, I'intégrale de droite est convergente donc on en déduit que
I'intégrale de gauche aussi donc la fonction h est intégrable au voisinage de 1.
Ainsi, on a montré que |la fonction h est intégrable sur 0, 1].

Par la relation de Chasles, on a :
1 1/2 1
/ h(t) dt = / h(t) dt + / h(t) dt.
0 0 1/2
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( )

Comme pour tout ¢ € ]0,1[, on a h(1 —t) = h(t), on applique le théoreme de change-
ment de variable sur la deuxieme intégrale en posant u =1 —1¢ :

1 1/2 1/2
/ h(t) dt = / h(1 —u)du = / h(u) du.
1/2 0 0
Ainsi, on obtient :

/Olh(ﬂ dt = /0 " h(t) dt + /0 v h(u) du = 2 /0 v h(t) dt.

Or, h est par définition la restriction de la fonction h a 'intervalle |0, %] donc les

fonctions h et h coincident sur 0, 1], dou :

/01 h(t) dt = 2/01/27L(t) dt.

6 > Prouver alors que :

2n—1 1 k 1
Jm > ook (%) = / ) dt.

k=1

1= Réponse

Soit n € N>,. La relation de Chasles nous permet de découper la somme en deux :

2n—1 n—1 2n—1
1 k 1 k 1 k
—h{—]= —h|— —h|—).
; 2n (Zn) ; 2n <2n> - ; 2n <2n>

On s’occupe de la somme de droite : Comme vu a la question précédente, pour tout
t €]0,1[, (1 —t) = h(t) d’on

2n—1 2n—1 2n—1

1 k 1 k 1 2n —k
S —h(o )= —h(1-—)=> —h :
— 2n <2n) — 2n ( 2n> — 2n ( 2n )

Avec le changement d’indice ¢ = 2n—k dans la somme (k € [n,2n — 1] <= ¢ € [1,n])

on a :
2n—1 n n—1
1 2n — k 1 14 1 / 1 1
ZW( o >—;%h(%)— %h<%>+%h(§)'

k=n

Par conséquent,

2n—1 n—1 n—1
1 k 1 k 1 14 1 1
—h{—]= —ll — —inl — —i || =

; 2n (2n> 2n (2n) - — 2n <2n> N 2n (2)

= k=1
=i
1 k 1 1
—oN 2 S A
2n <2n> i 2nh (2
k=1
D’une part,
1 1
lim —h{=)=0.
n=too 211 (2)
& J
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( N

D’autre part, pour tout k € [1,n — 1], £ €]0, 1[, donc par définition & (£) = h (£).
Par la question 4, on a :

2n—1 1 T 1 n—1 " 7 %N
li —h|—]= lim — hl— | = h(t) dt
e ; 2n <2n> v n ; <2n) /0 (t) dt,

et la question 5 permet de conclure :

2n—1 1
1 k
li —h = h(t) dt.

7 > Montrer que :

En déduire que :

2n 1 kﬁ 1
lim > h( ):/ h(t) dt.
n—++00 £ 2n +1 2n +1 0

Soit n € N>o. Pour déterminer la premiere limite, on effectue une comparaison série-
intégrale (la fonction h est décroissante et intégrable sur ]0, 3]) :
Pour tout k € [1,n — 1],

wdis —~ () < [T e
/k (t) “2n+1 \2n+1 _/Icl (t) dt,

2n+1 2n-+1

donc en sommant ces inégalités pour k € [1,n — 1], on trouve :

k+1 n—1
1 2n+1
<
> [honsT oo (i) s X [T
= 2n+1 k=1 2n+1
et par la relation de Chasles :
Prm n-l 1 k A
n—+ n—+
h(t)dt < h < h(t) dt.
[ moa s X gt () < [ ho

: 1 _ : n 1 : n—1 __ 1
Or llmn_H_oo Sl 0, llmn_H_oo Sl — 2 et hmn_>+00 Ml — 2 dOl’lC7 comme h est

intégrable sur }O, % [, on a :
T T 3
lim h(t)dt = lim h(t) dt = / h(t) dt.
0

n—-+o00 1 n—-+o00 0
2n—+1

Par le théoreme d’encadrement, on obtient
n—1 1
1 k ~
lim 3 h — / h(t) dt.
n——+o0 Pt 2n +1 2n + 1 0
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P )
Or, pour tout n € N>,

"o k 1 k 1 n
Z2n+1h(2n+1> _;Qn—l—lh(Qn—i-l) +2n+1h(2n+1)’

k=1

et h est continue sur |0, 1], d’ou :

1 n 1
I — “)=o.
nirfoomﬂh(znﬂ) OXh(2) 0

1

On obtient ainsi :

N 1 k z
I = .
oo £ 2n+1h(2n+1) /0 i) dt

Pour déterminer la deuxieme limite, on procede de maniere analogue a la question
précédente :
Soit n € N*. Par la relation de Chasles,

2n n 2n
1 k 1 k 1 k
h = h h :
Z2n+1 <2n+1) 2271—1—1 (2n+1>+k;12n+1 (2n+1>

k=1 k=1

Par la relation de symétrie vérifiée par h (pour tout t € |0, 1], h(1 —t) = h(t)), on a

2n 2n 2n
1 k 1 k 1 2n+1—-k
h = hll-— = h :
212n+1 (2n+1) k;rlQn—l—l ( 2n—|—1> k:ZnHZn—i-l ( 2n+1 )

k=n+

Avec le changement d’indice ¢ = 2n + 1 — k dans la somme, on trouve :

2n n
1 n+1—k 1 !/
Z 2n+1h< 2n + 1 )_22n+1h(2n+1>'

k=n-+1 {=1
Ainsi,
2n n n
1 k 1 k 1 14
> ot () = s () * gt (5 )
k:12n+1 2n + 1 k:12n+1 2n + 1 z:12n+1 2n + 1

- 1
—2y° h( ¢ )
k:12n+1 2n +1

En utilisant la premiere partie de la question, on a :

n 1 k <
lim 2 = .
ntoe £ 2n—|—1h(2n+1) /0 ) dt

Or les fonctions & et h coincident sur 10, %] donc

1
2

1 1

2/02h(t)dt:2/02ﬁ(t)dt.

D’apres la question 5, on a

2/01/2%) dt = /01 h(t) dt.

L On obtient ainsi :
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O k !
I h = [ h(t)at.
Jm ) e <2n—|—1) /0 ®)

k=1

8 > Déduire des questions précédentes que la fonction h appartient a % ;.

1= Réponse

Tout d’abord, d’apres la question 5, h est continue et intégrable sur |0, 1.
Ensuite, pour tout n € N>9, on pose

n—1

1 k

S = —h|{—-].

> (3)
k=1

La question 6 montre que

1
Hm Sy = / h(t) dt.
0

n—-+o0o

La question 7 montre que

1
nl—1>I—|I—1<>o SZnJrl = /(; h(t) dt.

Autrement dit, la suite des termes pairs et la suite des termes impairs de (Sn)nENZQ
convergent vers la méme limite, on en déduit que (Sn)neN22 converge et :

1
lim S, = / h(t) dt.
0

n—-+00

Cela signifie donc que |la fonction h appartient a % ;.
\§ J

9 > Montrer que :

/Olh(t)dt:w.

1= Réponse

On souhaite effectuer le changement de variable trigonométrique ¢ = sin(6) (ce qui
revient & écrire § = arcsin(v/?)) : La fonction ¢ + arcsin(y/f) est bien défini et de
classe C' sur ]0, 1, strictement croissante et bijective de ]0, 1[ sur ]0, 5[, de réciproque
6 — sin?(6). On peut donc bien effectuer ce changement de variable et obtenir :

jus

/0 h(t)dt = /2 h(sin?(9)) 2 sin(0) cos(f) df

0

2 1 .
= /0 N O O) 2 sin(0) cos(#) db

= /02 \/Sin2(91> —F 2 sin(f) cos(0) db.
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( N\
Comme sin > 0 et cos > 0 sur ]0, 5[, on a :

/0 h(t) dt = /0 : m2 sin(0) cos(0) df

us

3
- / 2db.
0
Finalement, on trouve
1
/ h(t) dt = .
0

10 > Montrer que lorsque n tend vers 400, on a un équivalent de la forme :

1
2w
Pt \/% n—+o0
ol la constante \ est a préciser.

1= Réponse

On a vu a la question 3 que
n—1
1 1
lim — — =2
n——+o0o 1/MN — k
Par conséquent,
n n—1
1 1 1 1 1
lim — — = lim — — 4+ —-—=240=2
n——4o00 \/ﬁ ; \/E n—400 +/MN P k T n T
Autrement dit,
1 « 1 X
\/ﬁ — \/E n——+o0o
ou encore,
— ~ n.
= \/E n—+o0
\ J

11 > En déduire la limite :

1= Réponse

n—1

=2

=
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4 N
D’apres les questions 8 et 9, on a :

nﬂrfmﬁzh( ) /1h(t)dt:7r.

Par conséquent,

On considére une suite (&,)nen+ de nombres réels strictement supérieurs a —1, conver-
gente de limite nulle.

12 > Montrer que :

|5z

lim E
n—-+o0o A / n — Z
1= Réponse

Soit € > 0.

=0.

D’apres la question précédente, est une suite convergente

1
donc bornée : il existe M; > 0 tel que pour tout n € Nso, 0 < Z
Vi(n —1)
Pour la méme raison, la suite (g,)n,en+ est bornée : il existe My > 0 tel que
pour tout n € N*| |&,,| < M,. De plus elle converge vers 0 donc il existe N € N* tel
€

2 M,

que pour tout n > N, |g,| <

Pour tout n > N + 1, on découpe comme suit :
|a |a SE:
Z Z Z =t

— i(n—1i)

Pour la deuxieme somme, on a :

(TR

M, =

O<Z¢7 2Mlzm—2M1

Pour la premiére somme, pour tout i € [IL,N —1],onai>1letn—i>n—N+1
donc i(n —i) >n— N + 1, d’ou la majoration :

B phl _ My(N 1)
Z\/ i(n—1) z:: n—N+1 Vn—N+1
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( ~\
My(N —1) ~ N
Comme lim ——————= =0, il existe N > N tel que pour tout n > N,
e que p >
MQ(N — 1) < €
Vvn—N+1~ 2
d’ou pour tout n > N,
N-1 ~
<Y 53
: 2.
Ainsi, pour tout n > N,
- |5Z| ~
— \/i(n —1)
En résumé, on a démontré 1’assertion suivante :
n—1
P = = 81 P
VE>0, AN€ENs, V>N, |) _| | <FZ
B o Vi —1i)
Ce qui signifie :
: Iez
lim =0.
n—-+oo Z o / n — Z
& J

13 > En déduire que :

lim Ute)lteny 1) 0

n—H—ooZ /1 n—z ( 1+5n

Pour tout n € N4, on développe

Z (1—1—51-)(1—1—5”_2-)_1):”2_1 1 <1+€n—i+5i+5n—i€i_1>7
Vi(n —1) l1+e, i(n—1) 1+e,

et on regroupe sous la forme :
n—1
=gl =F Ep o 1
< \/i(n — 1) 1+¢, 1+€n P (n—1)

n—z ’I’L—Z

=1

Etudions chaque terme :
Concernant le premier terme, on utilise la question 11 pour obtenir

=0x7m=0.

nl—i>I—ir-loo<1—{—gn )Zm

Concernant le second terme, on s’intéresse a chaque somme :
\ J
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( N\
Pour tout n € N>y, on effectue un changement d’indice 7 = n — ¢ dans la premiere

somme pour obtenir

> e ey

Pour la derniére somme, la suite (£,)nen+ est convergente donc bornée : il existe
M > 0 tel que pour tout n € N* |g,| < M.
Ainsi, pour tout n € N>y, on a par inégalité triangulaire

il

gn 3 87,
Z ; T =
Par Conséquent pour tout n € N>2, on obtlent par inégalité triangulaire

8n i€i |€l‘

S S e St S L
Or, la questlon precedente montre que la majoratlon tend vers 0 donc par théoreme
d’encadrement,

A S T — R

7’L—Z TL—Z i ’I’L—Z

Comme
) 1
lim =1
n—+oo 1 + &,

b

on en déduit que

lim

U E; = En—i€i _
n—>+ool—|—€n (Z\/ n—z Z\/ n_i)+; Z(n_2)>_0

En conclusion, on a montré :

hm"zl 1 ((1+g,-)(1+sn_i)_1):0.

2 Une étude de marche aléatoire

Dans cette partie, on considere une suite de variables aléatoires (X, : Q@ — {—=1,1}), .-
définies sur un méme espace probabilisé (€2, 4,P) et a valeurs dans ’ensemble a deux
éléments {—1, 1},ces variables aléatoires étant mutuellement indépendantes et centrées.

Pour tout n € N*, on note :

n
k=1

14 > Montrer que pour tout n € N*, la variable aléatoire % suit une loi de Bernoulli
de parametre %
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1= Réponse

Soit n € N*. Par hypothese, la variable aléatoire X,, est centrée, c’est-a-dire qu’on a
E(X,) = 0. Comme X,, est une variable aléatoire discrete (& valeurs dans {—1,1}),
on a

0=EX,)= Y aPX,=1z)=PX,=1)-PX,=-1),
z€X,(Q)
donc
P(X,=1)=P(X,=-1).
De plus, {X,, = 1} et {X,, = —1} forment un systeme complet d’événements (puisque
X, est a valeurs dans {—1,1}) donc :
P(X,=1)+P(X,=-1)=1,
c’est-a-dire :
PX,=1)4+P(X,=1)=1,
d’ou : N
P(X,=1)= 5 (=P(X,=-1)).
Comme X, est une variable aléatoire discréte a valeurs dans {—1,1}, X2 est une
variable aléatoire discréte a valeurs dans {0,1}, et on a :

IP’<1+2X" :1) — P4 X,=2) =P(X,=1) = -.

IP)(1+Xn20):1_]PD<1+X7L:1>:1_
2 2 2

Par conséquent, on vient de montrer que

On a aussi :

n

La variable aléatoire

suit une loi de Bernoulli de parametre 5

\ J
Dans la suite, on fixe U'entier n > 1. On appelle chemin, tout 2n-uplet v = (1, -+ , €2,)
dont les composantes ¢ valent —1 ou 1.
Siy = (g1, ,€2,) est un chemin, on appelle indice d’égalité, tout entier k €

{1,---,2n} tel que :

k
Z g, = 0.
i=1

On remarquera alors qu'un entier k£ est un indice d’égalité si et seulement si le k-uplet
(€1, -+ ,ex) comporte autant de composantes égales a 1 que de composantes égales & —1.

On note N,, : 2 — N la variable aléatoire qui a tout élément w de I'univers {2 compte
le nombre d’indices d’égalité du chemin (X;(w), ..., Xa,(w)).
On note pour tout entier ¢ entre 1 et n, ’événement A; défini par

A; = {w, 2i est un indice d’égalité de (X;(w), ..., Xon(w))}
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15 > Calculer la probabilité P(A;), pour tout entier i entre 1 et n.

1= Réponse

Soit 7 € [1,n]. Pour w € Q, w € A; si, et seulement si, 2i est un indice d’égalité de
(X1(w), . - ., Xon(w)) si, et seulement si, 32" Xj(w) = 0.
14+ X,

7 On a :

ZYk Zl—i—X g b ZXk

Ainsi, Y20 | X, (w) = 0'si, et seulement si, S 2" | Vi,(w) = i donc A; = { 2 Y= z}
Or, par hypothese, les variables X7, ..., Xs; sont mutuellement indépendantes, on en
déduit d’apres le lemme des coalitions, que les variables aléatoires Y7, ..., Y5 sont
mutuellement indépendantes. d’aprés la question précédente, chaque Y est de méme
loi de Bernoulli de parametre , la variable aléatoire Y7+ - -+Y5; suit une loi binomiale
de parametres 2i et ;

Il vient alors :

s (-0 - ) ()00

Par conséquent,

Pour tout k € N*, notons Y}, :=

21\ 1
Pour tout entier i entre 1 et n, P(A;) = ( ,Z> i
) (2

g J

16 > Soit ¢ € Z un entier et n > 1 un autre entier. En distinguant le cas ou l'entier
¢ — n est pair ou impair, calculer P(S,, = /).

1= Réponse

1+ X,
Comme ci-dessus, pour tout k € N*, on note Y}, := +2 . On a également :
1 + Xn 1 a
k=1 k=1
Ainsi,
Sp =10 = zn:X =/ = En:Y—nJrg
t k=1 . k=1 ©o2
D’apres la question 14, Y, Y} est & valeurs dans [0, n]. Or,
l
% e0,n] =n+£€[0,2n] < (€ [—n,n].

Ainsi, si £ < —n ou £ > n alors {S,, = (} = () donc P(S,, = ¢) = 0.

Supposons désormais ¢ € [—n,n] et distinguons deux cas :
e Supposons ¢ — n est impair : En écrivant
n+l n—0+20 [(—n

= = — 14
2 2 2+’
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comme Y ,_, Y} € [0,n], cela force a étre un entier, c’est-a-dire £ — n est pair,

ce qui est impossible. Dans ce cas, {S,, = ¢} = 0 donc P(S,, = ¢) = 0.
n+/

e Supposons £ — n est pair : On a € [0,n] et on a vu a la question précédente

que > _, Y} suit une loi binomiale de parameétres n et % Ainsi,

n+4+4 n4+4

o= (2) ()7 Q) - (20

Remarquons que cette égalité reste valable méme si £ < —n ou ¢ > n puisque dans
ce cas " ¢ [0,n] donc le coefficient binomial est alors nul.

En conclusion,

P(S, = ¢) =0 si £ — n est impair,

P(S,=1¢) = ( " >i si ¢ —n est pair.

n-+¢ n
=2

On admet sans démonstration le résultat suivant :
Théoréme 1 — Soit (a,)nen+ €t (bp)nen+ deux suites de nombres réels non nuls telles
que a, = o(b,), au voisinage de 400, et la série ) |b,| est divergente. Alors :

n

Z ax =0 <Z |bk\> au voisinage de + oo.
k=1

k=1

17 > Soit (¢)nen+ €t (dn)nen+ deux suites de nombres réels strictement positifs telles

que : ¢, ~ d,,etlasérie) ¢, diverge.
n—-+00

En utilisant le résultat admis dans 1’énoncé, montrer que la série ) | d, est diver-

gente et que :
n n
PRE D DL
k=1 k=1

1= Réponse

Par hypothese, d, ~ ¢,doncd, = ¢,+o0(c,) ouencored,—c, = o(c,).
n——+00 n——+00 n—+00

Pour tout n € N*, ¢, > 0 et la série ) |

nen+ |Cnl diverge.

Supposons en plus que pour tout n € N* d, — ¢, est un nombre réel non
nul. *
Les hypotheses du théoreme admis sont vérifiée. On a donc :

> (dy — cx) =0 (Z |ck|> .
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Vs

~
Par linéarité de la somme (finie), on obtient :
n n n
S = Saro(Sa).
n—-+oo
k=1 k=1 k=1
Autrement dit :
n n
Z C E dk
n—-+00
k=1 k=1
a. Voir la remarque qui suit sur les hypotheses du théoreme 1
y,

1 Remarque concernant le théoreme 1

L’hypothese “(a,)nen+ est une suite de nombres réels non nuls” est superflu : Le
théoreme est valable pour une suite (a,)nen+ de nombres réels quelconque.
Voici la preuve :

Soit £ > 0.
Par hypothese, lim,, z—: = 0 donc il existe N € N* tel que pour tout n > N,

£ £
o < 5 d’ou |a,| < 5 |b,,|. Par inégalité triangulaire, on a : Pour tout n > N + 1,

k=1 k=N-+1
N n
€
gZIak!+§ > Il
k=1 k=N+1

—Z(rakr — = Ioel) + Zm

Comme la série a termes positifs »

nen- |bn| est divergente, on a :

e
nl_l)llloo > Z |bk| = +o0.
k=1
Remarquons que 35, (lax] — £ |bk]) est fixé (indépendant de n). Ainsi, il existe un
N n
: € £
entier N; > N tel que pour tout n > Ny, ; (]ak| =5 |bk]> < 3 ; |bg |-

On en déduit que pour tout n > Ny,

Z = Z|bk|+ Z|bk|—ez|bk

k=1
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( )\
Comme (b, )nen+ est une suite de nombres réels non nuls, on a :

ZZ:1 ak

ZZ:1 |bk|

n n
E ag = 0 < E |bk‘> o
n—-+0o
k=1 k=1

. J

<e

Autrement dit,

18 > Montrer que la variable aléatoire N,, admet une espérance finie et que son espérance
E(N,,) est égale a :

n (22)
E(N,) = -
i=1
[indication : on pourra exprimer la variable N,, a I'aide de fonctions indicatrices

associées aux événements A;].

1= Réponse

Rappelons que N, : 2 — N est la variable aléatoire qui compte le nombre d’indices
d’égalité du chemin (X7,..., Xy,) et pour tout ¢ € [1,n], A; désigne I’événement

“ 27 est un indice d’égalité de (X,..., Xo,) 7.

Or, les indices d’égalité ne peuvent étre que des entiers pairs. Ainsi, en notant pour
tout ¢« € [1,n], 14, la fonction indicatrice de I’événement A; (la fonction vaut 1 si
I'événement A; est réalisé et 0 s’il n’est pas réalisé), on a :

Nn:il&.

Pour tout ¢ € [1,n], la variable aléatoire 14, est & valeurs dans {0,1} et on a
1y,(w)=1 <= we A

donc {14, =1} = A,.

Ainsi, la variable aléatoire 1,4, suit la loi de Bernoulli de parametre P(A4;). Elle admet
donc une espérance finie égale a P(A;). Par conséquent, la variable aléatoire N,, admet
une espérance finie comme somme finie de variable aléatoire d’espérance finie et on
a, par linéarité de ’espérance,

E(N,) = E (Z 1) = 3 E(La) = YA

20\ 1
D’apres la question 15, pour tout i € [1,n], P(4;) = ( ,Z) — donc on en déduit :

i )4
()
La variable aléatoire N,, admet une espérance finie et on a E(N,,) = Z j
i=1
g J

19 > En déduire 1'équivalent :

2
B(Na) | v 7V
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1= Réponse

Par définition du coefficient binomial, pour tout i € N*,

(5) _ 100
4i 41 (41)2°
En utilisant I’équivalent de Stirling (admis au début du sujet), on a :

2, 27 . . 21
, (—Z) Vari 2P (3) /T
e

@

1@y 1 _ 1

47 (31)2 iotoo 41 <<£>1m>2 4i (2)22-2 (\/5)2 et

G 11

Or la série de terme général \% est une série de Riemann divergente. Par comparaison

Ainsi,

de séries a termes positifs, on en déduit que la série

est également divergente. D’apres la question 17, on a :

~(G) . 1L
; zn—H—ooﬁ;\/g’

d’oui, d’apres la question 18 :
1 1
E(N,) ~ — —.
D’apres la question 10, on a :

"1
2 i n oo 2V

et par transitivité de la relation d’équivalence, on trouve :

E(Nn)

2
wtoe Y ¥ ™

Remarque : Rappelons que N, : € — N est la variable aléatoire qui compte
le nombre d’indices d’égalité du chemin (X7, ..., Xs,); autrement dit, le nombre de

fois ou S,, = ZXk passe par 0.

k=1
Dans la question 14, on a vu que P(X,, = 1) = P(X,, = —1) = % Ainsi, en partant de
So = 0, a chaque instant, il est possible de faire +1 ou —1 avec une égale probabilité.
Cela décrit ce que I'on appelle une marche aléatoire sur Z.
Le résultat établi a cette question montre que si on fait tendre le nombre d’instants

n vers 'infini, la moyenne du nombre de passage de S,, par 0 tend vers I'infini donc
|\ J
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la marche aléatoire sur Z repasse par l'origine une infinité de fois.

Ce résultat reste valable si on considére une marche aléatoire sur Z? (ce qui
signifie qu’on se place dans le plan et qu’a chaque instant on peut se déplacer vers la
gauche, ou vers la droite, ou vers le haut ou vers le bas avec méme probabilité).

On peut généraliser la notion de marche aléatoire sur Z? pour tout d € N*.
Cependant, on peut montrer que ce n’est plus vrai lorsqu’on considere une marche
aléatoire sur Z¢ avec d > 3.

Dans une urne contenant n boules blanches et n boules noires, on procede a des tirages
de boules sans remise, jusqu’a vider completement I'urne. Les tirages sont équiprobables
a chaque pioche.

Pour tout entier k£ entre 1 et 2n, on dit que l'entier k£ est un indice d’égalité si
dans 'expérience de pioche précédemment décrite, il reste autant de boules noires que
de boules blanches dans 'urne apres avoir pioché les k premieres boules sans remise. On
remarque que l'entier 2n est toujours un indice d’égalité.

On note M, la variable aléatoire comptant le nombre aléatoire d’indices d’égalité k
entre 1 et 2n.

20 > En utilisant par exemple les événements B; : < l'entier i est un indice d’égalité >,
montrer que la variable M,, admet une espérance finie égale a :

E(M,) ::Zl <Z)(<2;l>z )

1= Réponse

Comme nous le suggere ’énoncé, on s’intéresse aux événements B; : < 'entier i est
un indice d’égalité > (i € [1,2n]).

Le méme raisonnement de la question 18 nous donne :

Or, les nombres impairs ne peuvent pas étre des indices d’égalité, d’ou

Mn = Zl 1Bgi7

ou encore n
E(M,) =Y P(B).
=1

Fixons ¢ € [1,n].

On procede a des tirages de boules sans remise : On tire 2¢ boules succesives sans
\ J
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( )
remise donc on a un 2i-arrangement dans l’ensemble de toutes les boules de 1'urne

(2n)!
(2n — 2i)!
Pour toutes ces possibilités, on s’intéresse a celles qui réalisent Bsy;, c’est-a-

dire qu’on a tiré ¢ boules blanches et ¢ boules noires.
Pour avoir le nombre de possibilités de cette configuration, on doit :

soit 2n éléments. Autrement dit, le nombre total de possibilités est

1) Premierement, avoir ¢ boules blanches parmi les 2 boules (ce qui nous donnera

0
au passage i boules noires). Il y a ( ?) choix.
i

2) Deuxiémement, pour ces ¢ boules blanches; il y a le i-arrangement des n boules
. n! :
blanches, soit ——— choix.

(n—4)!

3) Troisiemement, on fait de méme pour les autres i boules noires. On a un
!

(n —1)!

choix.

t-arrangement des n boules noires, soit

Par le principe multiplicatif, on obtient

Card(By;) = (2;) (ni!i)! (nT@')!'

Comme tous les tirages sont équiprobables, on peut calculer la probabilité de
I’évenement By; :

(2i> n! n!
P(By) = i (n(;;;:(n—z)'
(2n — 20)!

_ (2z> n! n!  (2n — 2i)!

(n—di)l(n—1)! (2n)!

(2¢> (2n — 2i)!
i) (n—9)!((2n —2i) — (n —1))!
(2n)!

nln!

Ble)

Ainsi,
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( )\
Remarquons que le dernier terme de cette somme (i = n) vaut

WG ()
()
(2 X 0) 2n — 2 x 0> (2:) -

2n - (2n\
n n
Par conséquent, on obtient :

o £ 0

Pour s =0, on a :

21 > En déduire I'équivalent :

1= Réponse

On a montré au début de la question 19 :

Zk‘ 1
4k k—>+oo T

2k 4k
k k—+oco /7T k‘ ’
Par définition de I'équivalence,

(1) e v ()

Par définition de la négligeabilité, il existe une suite (g5 )ren+ de limite nulle telle que
pour tout k € N*,

d’ou :

<2k> 4% N 4% 4* (1+25)

k vk Vrk vk

A noter que 1+4¢;, > 0 car le coefficient binomial, ainsi le numérateur et dénominateur
sont tous strictement positifs d’ou g, > —1.

Par la question 20, on a pour tout n > 2,

2\ (2n — i (2 (2= )
B no(z>((2:)l)1+zl(l)gzg>z >
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Vm(n —1)

n—i

(1 + Snfi)

-
D’apres ce qui a été fait au début de cette question, on a :
4i
n—1 - (1 + gi)
Vi
E(M,) =1+ >

Jan
NG

(1+¢,)

(1 Sl €1>(1 T 5n7i>

(n—@)

1+4+¢,

1 —+ Ez)(l -+ 5nfi>

\/_
2

n —1)
La question 13 nous donne :

(I+e)(1+ep)

1+¢,

n—1

lim
n——+oo

1+¢,

(; Vi(n —1)

et la question 11 nous donne :

i=1 \/ 7’L—’L

Par conséquent,

1

1 + 82)(1 + 5n—i)

lim =,
n——+oo Z \ / n —_ Z
donc on obtient :
+ 82)(1 + €n,i)
1 =
nﬁlrfooz‘/ n—z 1—|—€n

fz

= (0 donc 1

1+¢,

< filn—1)

°(

1
VTN

n—-+o0o

: 1
et hmn_>+00 \/T—n

E(M

VT,
n—-+00

),d’oﬁ:

1 -+ 61)(1 + 6n_7;)

—1+—

Zm
() + v

n—-+400

n—-+oo

1+e,
+0(

)

)~

Page 27/27

\/ﬁ+o(\/71r_n).

Par définition de la relation d’équivalence, on obtient bien :

E(M,) T,

~

n—-+00

FIN DU PROBLEME.
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