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Notations et résultats admis
— Soit la fonction ¢ définie sur R par :
1 2
_ —x%/2
x) = e :
p(x) Ton
— Pour k € NU {oo}, on pose C*(R) I'ensemble des fonctions de classe C* sur R &
valeurs dans R.

— On note CL(R) l'ensemble des fonctions de R dans R a croissance lente, c’est-a-
dire :

CL(R):{f:R->R'30>0, ke N, Vz € R, |f(9€)|§0(1+|x|k)}.

— On note :
L'(¢) = {f € C°(R) | f¢ intégrable sur R} .
— Soit t € R,. Pour une fonction f: R — R, on définit — si cela est possible — la
fonction P,(f) par :

veeR R = [ :o £ (et + VT= ) (o) dy.

— Pour f deux fois dérivable sur R, on définit sur R la fonction L(f) par :
Ve eR, L(f)(z) = f"(z) — xf'(x).

— Une fonction P : R — R est dite fonction polynomiale en |z| s'il existe d € N et
des réels ay, . .., aq tels que :

d
Ve eR, Px)= Zaklyc\k.
k=0

— Soient f : Ry — R une fonction et £ € RU{£o0}. On admet que lim;—, o f(t) = ¢
si, et seulement si, pour toute suite (,),en de réels positifs telle que
lim,, 4o t, = +00, On a :

lim f(t,) = (.

n—-+00

Partie 1 : Résultats préliminaires

1 > Montrer que toute fonction majorée en valeur absolue par une fonction polyno-
miale en |x| est & croissance lente.

1= Réponse

Montrons d’abord qu’une fonction polynomiale en |z| est a croissance lente.

Soit P : R — R une fonction polynomiale en |z|. Supposons que P n’est pas
la fonction polynomiale nulle (sinon, il est clair que la fonction polynomiale nulle est
a croissance lente). Il existe alors d € N et ay, ..., aq € R tels que :
d
Ve €R, P(z)=) aal

k=0
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( )
Distinguons deux cas :

- Soit z € R tel que |z| < 1. On a par l'inégalité triangulaire :

d d d
<> lallal* <3 lasl.
k=0 k=0

> arlal’
k=0

- Soit = € R tel que |z| > 1. Par récurrence, on observe que pour tout k € [0,d — 1],

on a |z|* < |z|f*1 et, par conséquent, |z|* < |x|?. Par I'inégalité triangulaire :

d d d
<3l < (3 et
k=0 k=0

D aclal*
k=0
Notons C' = 3¢_ |ax| > 0 de sorte que :
Vz €R, |P(z)| < C(1+ |z|%).

Ainsi, P est a croissance lente.

|P(z)] =

|P(x)] =

Maintenant, si f est une fonction majorée en valeur absolue par une fonction
polynomiale P en |z| alors | f| < |P| et, par domination, f est également & croissance
lente.

On en déduit :

Toute fonction majorée en valeur absolue par une fonction polynomiale en |z| est
a croissance lente.

2 > Montrer que C*(R) N CL(R) C L'(yp).

1= Réponse

Soit f € C°(R) N C'L(R). Montrons que f¢ est intégrable.
Comme la fonction ¢ étant continue, on a f¢ continue par produit de fonctions
continues. En particulier, fy est intégrable sur ton compact.

Il nous reste a étudier I'intégrabilité aux bornes 4oo.
Par hypothese, il existe C' € R et k € N tels que pour tout x € R,
f(@)] < O+ [2f*),
d’ou
f(@)e(@)] < C(L+ |2*) p(a).

On a par croissance comparée :

lim 22 %2 =0 et lim |z|F2e=*"/2 = 0.
|z| =400 |z| =400

Par somme, on obtient

lim 22C(1+ |z|F)p(z) =0,

|z| =400
ce qui s’écrit :

C +|efF)p(z) = 0(1>.

|| —=+o0 T2
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( )\
Par majoration, on a également :

fete) = o():

Or, la fonction x — = est intégrable en 400 et en —oo (intégrale de Riemann) donc :
fo est intégrable sur R.

Autrement dit,

feL'(p).

On vient de démontrer I'inclusion | C°(R) N CL(R) C L'(yp).

\\ J

+oo
On admet dans toute la suite du probleme que / (t)dt = 1.

—00

3 > Montrer que C'L(R) est un espace vectoriel. Montrer aussi que CL(R) est stable
par produit.

1= Réponse

Pour établir que C'L(R) est un espace vectoriel, on va montrer CL(R) est un sous-
espace vectoriel de I'espace vectoriel des fonctions sur R.

e La fonction nulle appartient & C'L(R).

e Soient fi, fo € CL(R) et av € R.
Il existe C1,Cs € Ry et k1, ks € N tels que pour tout z € R :

[fi(@)] < Ci(+ [z[™) et |fa(2)] < Co(1 + [a]*).
Alors, pour tout x € R :
lafi(@) + fo(@)] < lallfi(@)] + | fo(2)] < [alCr(1+ |z]*) + Co(1 + |2]*2)

Comme «f1 + fo est majorée en valeur absolue par une fonction polynomiale
en |x|, la question 1 affirme que :

afi + fo € CL(R)

Ainsi, CL(R) est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel des fonctions sur R.

En particulier, | C L(R) est un espace vectoriel.

Montrons maintenant que C'L(R) est stable par produit : Soient fi, fo € CL(R). En
gardant les mémes constantes C', Cy et ki, ks comme ci-dessus, on a :
|f(2)g(x)| < CLCo(1 + [a|*)(1 + [a*).

Donc fg est majorée en valeur absolue par une fonction polynomiale en |z|, ce qui
implique :

fg € CL(R).
Ainsi, | CL(R) est stable par produit.
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4 > Soit t € Ry. Vérifier que la fonction Py(f) est bien définie pour f € C*(R)NCL(R)
et vérifier que P, est linéaire sur C°(R) N CL(R).

1= Réponse

Soit f € C°(R) N CL(R). Montrons que la fonction P;(f) est bien définie.
Soit x € R. Comme t € R, 1 — e™2 > 0, la fonction

g:yGRHf(e_tx—i-\/l—e—?ty)

est bien définie.
Montrons que g € L'(¢p) :

Dun coté, g € C°(R) par composée de fonctions continues (f étant conti-
nue).
De l'autre coté, f € CL(R) donc il existe C' € Ry et & € N tels que pour tout
XeR:

FOI< C(1+1X]).
Ainsi, pour tout y € R, on a :

k k
lg(y)| < C <1 + le7tr + my ) <(C (1 + <6_t|l'| + m|y|> ) )

Par conséquent, g est majorée par une fonction polynomiale en |y|, donc g € C'L(R).

Enfin, ¢ € C°(R) N CL(R) donc, d’apres la question 2, g € L'(p). Autrement
dit, 'intégrale

+oo
/ . f (e‘tfc +V1- e‘%y) e(y) dy

est convergente, ce qui montre que P;(f)(x) est bien définie pour tout z € R.
La fonction P;(f) est bien définie pour f € C°(R) N CL(R) |

Remarquons que CY(R) et C'L(R) sont deux sous-espaces vectoriels de 'espace
vectoriel des fonctions sur R, leur intersection C°(R) N C'L(R) est aussi un sous-
espace vectoriel, donc c’est un espace vectoriel.

Montrons que P; est une application linéaire sur C°(R) N C'L(R).

Soit f1, fo € C/(R)NCL(R) et a € R.
Par linéarité de l'intégrale : Pour tout = € R,
+oo

Rafi+ £)@) = [ @i+ ) (e o+ VIZeTy) o) dy

—00

— @ / o fi (e_tx + V1 - e—%y> e(y) dy
=
+ [ Rt V=) el dy

= aP,(fi)(x) + P(f2)(x).
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'd I
(Chaque intégrale qui apparait étant donc convergent d’apres ci-dessus.)

Ceci étant vraie pour tout x € R, on en déduit que

Fafi + f2) = abi(f) + B f2).
Ainsi, | P; est linéaire sur C°(R) N CL(R) |

\§ J

5 > Montrer que pour tout f € C°(R) N CL(R) et tout x € R,

+oo
lim Pi(f)(r) = f(y) w(y) dy.

t——+o00 o0

Soient f € C%(R) N CL(R) et x € R. 1l existe C' € R, et k € N tels que pour tout
XeR:

Ol C(1+1X]7).
Vérifions les hypotheéses du théoreme de convergence dominée (dans le cas d’un pa-

rametre continu) :

e Continuité : Pour tout t € R, y — f (e 7'z + /1 — e=%y) ©(y) est une fonc-
tion continue sur R.

e Convergence ponctuelle : Soit y € R. On a :
lim (e*tx +vV1-— e—2ty> =y.
t—+o00

Par continuité de f en y,

Jim f <e*tx +v1-— e*”y) = f(v),

—+o0
d’ou :

Jim f (e‘tw +V1- e*%y) p(y) = fW)ey)-

e Domination (indépendante de t) : Pour tout t € Ry, on a:

el<letl—e?<1.

Pour tout t e Ry et y € R, on a :

’f (e_t"““ + my) @(y)’ <C (1 + le7tz + V1 — e 2y

k) ©(y)

(1 + <e_t]93| + m\y!)k) ()

<C
< C (1+ (| + |y))*) oy)

La fonction P :y € R+ C(1 + (Jz| + |y|)¥) est une fonction polynomiale en
ly| donc a croissance lente (d’apres la question 1). Comme P est également
continue, P € L'(p) (d’apres la question 2). Ainsi, cela signifie que la fonction
(indépendante de t) y — C(1 + (|z] + |y|)*)¢(y) est intégrable.

Derniere mise a jour : 6 janvier 2025



Mabrouk BEN JABA Page 7/20

( )\
Par le théoreme de convergence dominée, on a :
+oo
0 . 0 —t ot
Jim P(H(@) = Jim | f (e + VI=e™y) w(y) dy
+oo
= / th+m f (e_tx +V1-— e*zty> o(y) dy
oo 00
+o0
= FW)ely) dy.
Pour tout f € C°(R) N CL(R) et tout = € R,
+oo
Jm B(f)) = [ f)el)dy.
\\ J

6 > Soit t € R,. Montrer que si f € C°(R) N CL(R), alors P,(f) € C°(R). Montrer
aussi que P;(f) est majorée en valeur absolue par une fonction polynomiale en |z
indépendante de ¢. En déduire que P;(f) € L(y).

Soit f € C°(R) N CL(R). 1l existe C' € R, et k € N tels que pour tout X € R :
fOI<C(1+1X]7).
Montrons que P;(f) € C°(R) par le théoréme de continuité sous le signe intégral.
Vérifions les hypotheses de ce théoreme :
e Continuité par rapport au parametre : Pour tout y € R, la fonction
x— f <e‘t9£ +4/1— e*Qty) ©(y) est continue sur R par continuité de f.
e Continuité par morceaux par rapport a la variable d’intégration :
Pour tout z € R, la fonction y — f (e*tx + 41— e‘%;) ©(y) est continue
sur R par continuité de f.

e Domination (indépendante de x) : Pour tout M > 0, tout z € [-M, M]
et tout y € R,

(e o+ VI= o) o] <€ (14 (el + V=) ) ot

< C (14 (M + YD) e(y).

Avec le méme argument qu’a la question précédente, la fonction (indépendante
de ), y — C(1+ (M + |y|)*)¢(y) est intégrable.

Ainsi, I'application

A oo [ (e VI m) o)y

est continue sur R.
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( ~\
De plus, par l'inégalité triangulaire, on a pour tout z € R :

PO@IS [ |f (o4 VTmem) o) dy

+o00
< / C (1 + (|| + [y)*) o) dy.

o0

On veut écrire cela sous la forme d’un polynéme en |z|. On va donc utiliser le bindéme
de Newton puis la linéarité de l'intégrale :

oo k
pO@IsC [ (1 > (’j) |a:|j|y|‘f-j> AN

—00

c (/;m oy) derz; (lj)mj /_:O yl* o (y) dy)
<C (1 +iaﬂx\j> :

k oo .
avec a; = (j) / ly|*7o(y) dy € R. On en déduit que

(&)

IN

|P,(f)] est majorée par une fonction polynomiale en |z|, indépendante de ¢ |.

D’apres la question 1, P,(f) € CL(R) et on a montré ci-dessus que Pi(f) € C°(R)
donc Py(f) € C°(R) N CL(R) et d’apres la question 2, | P,(f) € L*(y) |

On admettra dans toute la suite du probleéme que, si f € C°(R) N CL(R), alors :

ek, [ TR e de= [ f) ) de.

—00 —

7 > Montrer que pour toutes fonctions f,g € C*(R) telles que les fonctions f, f/, f”
et g soient a croissance lente, on a :

o0 -

1= Réponse

Soient f,g € C%*(R) telles que les fonctions f, f’, f” et g soient & croissance lente.

Commencgons par justifier la convergence de 'intégrale

/ " ) o) )

—00
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( N\
D’un coté, comme f’ et f” sont a croissance lente et continues, ainsi que la fonction

polynomiale = +— z, L(f) : © — f"(x) — xf'(x) est également a croissance lente
et continue comme somme et produit de telles fonctions. De plus, g est également
continue et & croissance lente donc L(f)g € C°(R) N CL(R) et la question 2 montre
que L(f)g € L'(¢). On en déduit la convergence de l'intégrale

[ L@ e ela)d

Remarquons que ¢ : x — \/%76*””2/2 vérifie ¢'(x) = —x(x) donc

(L)) (x) = f(@)o(z) — 2 f'(@)p(x) = f(z)e(x) + [(z)¢'(x) = (f'@) ().
Ainsi,

/ e o)— | werese

Comme f’g € CL(R) par produit de fonctions a croissance lente, il existe Ce R, et
k € N tels que pour tout z € R :

F'g@) < C (1+1al").
On a pour tout z € R :
|f'(@)e(@)g(2)| <
Par croissance comparée, on obtient :

lim f(z)p(z)g(z) =0

|z| =400

<1 + |JZ|E> e—x2/2.

sl
)

D’apres le théoreme d’intégration par parties, les intégrales

400 +o0
/_ ol @)e@)de P (@)o@)d (@) do

[e'e) =

sont de méme nature (convergente), et :

/ Bl i = / " (o) @)gle) de
- @@z - [ ™ Fla)o()d () da
—— [ @@t

Remarque : L’égalité est valable sans supposer que f est a croissance lente, et

avec un degré de dérivabilité en moins pour g (g € C'(R) au lieu de g € C?*(R)).
. J
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Partie 2 : Dérivée de P(f)

OF(f)(x)
ot

Pour f : R — R et x € R, on note, si cela a un sens, la dérivée de la fonction

t € Ry = Bi(f)(2).
Pour f : R — R et t € Ry fixé, on note, si cela a un sens, P;(f)" (resp. P(f)") la
dérivée de x € R — P,(f)(x) (resp. la dérivée seconde de x € R — Pi(f)(x)).

8 > Montrer que si f € CHR) N CL(R) telle que f* € CL(R) et x € R, alors t €
Ry — P(f)(x) est de classe C' sur R% et montrer que pour tout ¢ > 0, on a :

OR(f)(x) _ /joo <_xe—t 4 %y) £ (e_tx + m@ e(y) dy.

ot o —e-

1= Réponse

Soient f € C*(R) N CL(R) telle que f’ € CL(R) et = € R.
Il existe C" € Ry et k' € N tels que pour tout X € R :

FE) <o (1+1x17).

Pour tout (t,y) € R% x R, on pose A(t,y) := f (e_tx + V1 - e*Qty) o(y).
On vérifie les hypotheses du théoreme de dérivation sous le signe intégral :
e Intégrabilité : Pour tout t > 0, y — A(t,y) est intégrable sur R (c’est la
question 4).

e Régularité : Comme t — /1 — e~ est de classe C'! sur R, et f et exp sont
deux fonctions de classe C' sur R, on a pour tout y € R, t — A(t,y) est de
classe C' sur R et :

0A(t, e 2t
P = (e ) £ (e VT
e Domination (indépendante de t) : Soit m > 0.
Pour tout (¢,y) € [m,+oo[xR, on a par inégalité triangulaire :
—2t

0A(t,y)| 4 e 1t 5
‘ - _‘_e T+ ey f<e x+\/?y)‘so(y)
—9t K’
< (e‘tlx|+\/1e?62tlyl> C’ (1+ ez +V1—e2y )¢(y)

<0 (Jol+ mmgelol) (1+ el + 19D 00

Comme y — C’ <|x| + \/ﬁhﬂ) (1+ (Jz| + [y])¥) est une application po-
lynomiale en |y|, elle est & croissance lente (d’apres la question 1) et conti-
nue donc appartient & L'(p) (d’apres la question 2). Ainsi, I'application

y — ' (|x| + \/ﬁm) (L4 (Jz| + [y])¥) p(y) est intégrable sur R et
indépendante de t.
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Le théoreme de dérivation s’applique, ¢ — P;(f)(z) est de classe C' sur R* et pour
tout £ € R}, on a :

OP(f)(z) _ /_+oo (—:cet . L) 7 (et + VI= e %) oly) dy.

ot o 1 — e2ty

9 > Soient f € C*(R) N CL(R) telle que f’ et f” soient & croissance lente et ¢ € R,.
Montrer que = € R — P(f)(z) est de classe C? sur R. Montrer aussi que :

“+o0o
VoeR RUY@=c' [ 1 (et VImeTy) el dy
et
+o00

weR RUY@=c? [ (et VIZeTy) ey

1= Réponse

On va appliquer théoréme de dérivation sous le signe intégral (version C?).
Pour tout (z,y) € R?, on pose B(z,y) := f (e 7'z + V1 — e 2y) o(y).

e Régularité : Pour tout y € R, x — B(z,y) est de classe C? sur R par
composée de fonctions C? sur R (f est de classe C? par hypothese) et :

0
8—5(% y)=e'f (e‘tfc + my) (y)

aQB —2t pN —t —9t
W(ﬂf,y) —epf (6 z+vVl—e y) o(y).

e Intégrabilité : Pour tout = € R, les applications y — B(x,y) et y —
%—f(l‘,y) sont intégrables sur R. Pour la premiere, cela vient de la ques-
tion 4 (car f' € C°%R) N CL(R)). Pour la deuxieme, f' € C°(R) N
CL(R), on en déduit par la question 4 (en remplagant f par f’) que
y — f'(e7'z+ V1 —e2y) p(y) est intégrable sur R. Comme ¢ € R, on

a |8a—f(x,y)’ < ‘f/ (e‘t:v +v1-— e*%y)‘gp(y) donc, par majoration, %—f est
intégrable sur R.

e Domination (indépendante de t) : Comme f” € CL(R), il existe C” € Ry
et k” € N tels que pour tout X € R :

|f”<X)| S Cl/ <1 + |X‘k//> ‘
Soit M > 0. Pour tout z € [—M, M| et pour tout y € R,
0’B
w(%y)‘ = e 2| f" <€_t$ +Vv1- 6_2ty> ’ e(y)

<" (1 i (e‘tlml +V1-— e‘2t|y|>k”) ©(y)

< 0" (14 (lal + ™) o)
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( )\
et Dapplication y — C” (1 + (|| + |y[)*") ¢(y) est intégrable sur R (méme
raisonnement qu’a la question précédente).

+oo
Ainsi, P,(f) : x — / B(x,y) dy est de classe C? sur R et on a : Pour tout z € R,

R @) = | T (e VIT ) plo) dy

(Y@ = [ 1 (et + VI= Ty oly) dy

—00

+oo

Remarque : Ces deux égalités se réécrivent de fagon plus compacte :

P(f) (z) = e Pi(f')(x)
P(f)"(x) = e * P (f")(x).

10 > En déduire que pour f € C%*(R) N CL(R) telle que f’ et f” soient & croissance
lente, on a :

IOP(f)(x)

Vt € RY, Yz € R, 5

= L(A(f))(=).

1= Réponse

Soient f € C?*(R) N CL(R) telle que f’ et f” soient & croissance lente, ¢ € R et
x € R. D’apres la question 8 et 9, et par linéarité de 'intégrale, on a :

8Pt<aft> (2) _ / OO * (_ N 1__y) f (e—tx +VT= ey ply) dy

+o0
= —xP(f) / e by + V1 —e 2 )
Comme vu précédemment, on a pour tout y € R, ¢'(y) = —y p(y) et

dily<f, (e_%my)) =V1—e2.f" (e‘tx+my>-

De plus, f' € CL(R) donc
lim [ (e a:—l—\/l—e—%y) o(y) =

|z|—=+o00

On peut donc effectuer une intégration par parties :

+o00 +00
| ur (e vi= ) edy == [ p (e + Vime ) d)dy
m_f/ 7 (7t + VT= e %) oly) dy
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( )\
Ainsi, d’apres la question 9 :

x I
OPID _ opipy+e [ 57 (et VI—eTy) oly) dy

+oo

— —2R(f)(z) + /
= —zB(f) (z) + P(f)" (2).

f (e‘tx +V1-— e*”.v) e(y) dy

Finalement, on obtient bien :

SRNE) _ Leip).

Partie 3 : Inégalité de log-Sobolev
pour la gaussienne

Pour f € C°(R) N C'L(R) & valeurs strictement positives telle que

+o0
f(@)p(z) de =1,

on définit ’entropie de f par rapport a ¢ par :

But, (1) = [ (7)) (@)ele) de

o0

Dans la suite de cette partie, f est un élément de C?(R) & valeurs strictement positives
tel que les fonctions f, f', f” et ffﬁ soient a croissance lente. On suppose aussi que :

" fe)pla) de = 1.

—0o0

11 > Etudier les variations de la fonction ¢ — ¢ In(t) sur R* . On vérifiera que I'on peut
prolonger par continuité la fonction en 0.

1= Réponse

Notons pour tout ¢ > 0 :
h(t) = tIn(t).
(On s’en servira dans la suite)
La fonction h est de classe C'' sur R*, et pour tout ¢ > 0 :

R(t) = In(t) + 1.

Ainsi :

R(t)>0 < In(t) > -1 < t>e
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( )
donc h est décroissante sur |0, e[ et croissante sur e, +-o00].

De plus, par croissance comparée, on a :
lim ¢In(t) =0,

t—0t

donc h est prolongeable par continuité en 0, en posant h(0) = 0.
On continuera de noter h la fonction ainsi prolongée sur [0, +o0.
Au voisinage de 400, on a :

lim tln(t) = +oo.

t——+o0

Toutes ces informations sont résumées dans le tableau de variations suivant :

t 0 e 1 +00
Signe B
Jo B L +

0 +00
Variations \
de ki 1 /
_67
. J

12 > Justifier que la quantité Ent,(g) est bien définie pour tout g € C°(R) N CL(R) a
valeurs strictement positives telle que

[ s =1

[e.9]

Indication : On pourra utiliser la question 11.

1= Réponse

Soit g € CY(R)NCL(R) & valeurs strictement positives telle que fj;o g(x)p(x)dx = 1.
L’application z +— h(g(z))¢(x) est bien définie sur R (par stricte positivité de g) et
continue sur R par continuité de g, h, .

Par hypothese sur g, il existe C' > 0 et £ € N tels que pour tout x € R :
l9(z)] < C (14 ]a]").

Comme h(1) = 0, la question précédente nous donne que pour tout ¢ €]0,1], on a
|h(t)| < e7! et h est croissante et positive sur [1, +oo.
Soit x € R.

— Sig(z) <L, |h(g(z))] < et
— Sig(x) > 1, [h(g(x))| = h(g(z)) < A(C(1 + |z[*)).
Finalement,
Ve e R, |h(g(x))| < e +hlCA+|z/")] =t +C01+]|z|f) (In(C) + In(1 + |x|k)) .
En utilisant une inégalité de concavité sur In, on a
Vr eR, In(l+ |z|*) < |z|F,

d’ou :

Ve €R, [|h(g(z))] < e+ C(1+|2[*)(In(C) + |=[").
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( )\
La fonction h o g est majorée en valeur absolue par une fonction polynomiale en |z,

elle appartient donc a C'L(R) d’apres la question 1 et est continue donc on en déduit
hoge C°(R)NCL(R). D’apres la question 2, ho g € L'(yp).
Par conséquent x +—  In(g(x))g(z)p(x) est intégrable sur R donc

Ent,(g) = [72°In(f(2)) f(x)p(x) dz est bien définie|

Remarque : On n’a pas utilisé I’hypothése fj;o g(x)p(x)dr = 1 pour montrer
que l'intégrale est convergente mais c’est comme cela qu’est définit I'entropie dans
L I’énoncé.

13 > Pour t € Ry, on pose S(t) = Ent,(P;(f)). Justifier que S(¢) est bien définie.

1= Réponse

Soit t € R
— On a vu a la question 6 que P;(f) € C°(R) N CL(R).
— P,(f) est a valeurs strictement positives : En effet, soit x € R. Comme f est a
valeurs strictement positives, pour tout y € R, f(e™'z + /1 — e~2ty)p(y) > 0

et P,(f)(x) est, par définition, I'intégrale d’une fonction continue a valeurs
strictement positives d’ou P;(f)(z) > 0.

— Le résultat admis entre la question 6 et la question 7 nous donne directement :
+o0 400
[T r@e@an= [ j@ew =1

Ainsi, P,(f) vérifie les hypotheses de la question précédente, on en déduit que
S(t) = Ent,(P,(f)) est bien définie.

14 > Montrer que S est continue sur R, .
Indication : On pourra au préalable montrer que, si x € R, la fonction t —
P,(f)(x) est continue sur R,.

1= Réponse

Commengons par montrer l'indication : Soit x € R. Pour tout t € R, et y € R, on
considere A(t,y) = f(e7 'z + V1 — e 2ty)p(y).

Comme f € CL(R), il existe C' € R, et k € N tels que pour tout X € R :
fOI<C(1+1X]%).
Vérifions les hypotheses du théoreme de continuité sous le signe intégral :

e Continuité par rapport au parametre : Pour tout y € R, la fonction
t — A(t,y) est continue sur R, par continuité de f.

e Continuité par morceaux par rapport a la variable d’intégration :
Pour tout ¢ € R, la fonction y — A(t,y) est continue sur R par continuité
de f.

e Domination (indépendante de t) : Pour tout t € Ry et y € R,

|A(t, )| = |f ez + V1 — e 2y)o(y)| < C(L+ (=] + [y)*)e (),
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et y— C(1+ (Jz| + |y])¥)e(y) est intégrable sur R (vu & la question 5).

D’apres le théoreme de continuité, t — Pi(f)(z) est continue sur R,.

Montrons maintenant que S : ¢ — Ent,(FP,(f)) est continue.
Pour t € Ry et z € R, on note

F(t,z) == In(B(f) (@) P(f)(@)e(z) = h(B(f)(2))e(2),
ou h est la fonction introduite a la question 11.

Vérifions les hypotheses du théoreme de continuité sous le signe intégral :

e Continuité par rapport au parametre : Pour tout x € R, t — F(t,x)
est continue sur R, car t — P,(f)(z) est a valeurs strictement positives et
continue et les deux fonctions h et ¢ sont continues.

e Continuité par morceaux par rapport a la variable d’intégration :
Pour tout ¢t € Ry, la fonction z — F(t,z) est continue sur R par continuité
de x — P(f)(z) (d’apres la question 9).

e Domination (indépendante de t) : Pour tout ¢t € R, , la question 6 montre
que P;(f) est majorée par une fonction polynomiale en |z|, indépendante de ¢
et, d’apres la question 1, il existe C' € R, et k € N tels que pour tout z € R :

|Pf)(@)] < C (1 +|z]) .
Dans la question 12, on a obtenu la majoration suivante :
VreR, [h(P(f)(@))] < e+ O+ [2[F)(In(C) + [xf).
Alinsi,
|E(t,2)] = [h (P(f)(2)) p(a)| < (e + C(1 + [2[*)(In(C) + [2]*)) ¢(=).

On a également vu a la question 12 que 'application
x> (e + C(1+ |z[*)(In(C) + |z|*)) (x) est intégrable sur R.

Le théoreme de continuité s’applique : ‘S est continue sur R, . ‘
|\ J

15 > Vérifier que l'on a :

S(0) = Ent,(f) et lim S(t)=0.

t——+o0

1= Réponse

Concernant la premiere égalité : Pour tout = € R,
+oo +oo
RNE = [ 1@ewdy= 1@ [ o)y = 7o),
d’ou
+00 +00
5(0) = / In (Py(f)(2)) Fo(f)(z)e(x) dx = / In (f(x)) f(z)e(x) de = Enty(f).
Pour montrer lim; ,,. S(t) = 0, on va appliquer le théoreme de convergence
dominée (dans le cas d'un parametre continu).
Vérifions les hypotheses de ce théoreme :
\ J
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e Continuité : Pour tout t € R, x — h(P(f)(x))p(x) est une fonction continue
sur R (voir la question précédente, ou on a établi la continuité de la fonction
xr— F(t, z))
e Convergence ponctuelle : Soit x € R. Par la question 5, on a
. +oo
im0 P(f)(2) = [27 f(y)e(y) dy = 1, donc :

lim h(Py(f)()) o(x) = 0.

t——+o0

e Domination (indépendante de t) : En reprend la majoration de la question
précédente : Pour tout ¢ € RY, pour tout z € R,

7 (Bi(f) (@) p(@)] < (7! + C(1 + [2*)(In(C) + |2]*)) p(),
et, comme avant, application z — (e7* + C(1 + |z|*)(In(C) + |z[¥)) ¢(z) est
intégrable sur R.
d’apres le théoreme de convergence dominée, on a :

lim S(f) = / ™l I (Pf)(@) P ) (@)ola) di = 0.

t—+o00 63 t—+o00

On a montré que | S(0) = Ent,(f) et lim S(t) =0.

t—+o00

|\ J

16 > On admet que S est de classe C! sur R* et que

Vi e RL, S'(t) = /Ww

Montrer que :

veR, S0= [ LRWE 0+ ADE) P b

o0

1= Réponse

Comme f € C?*(R)NCL(R) avec f" et f” a croissance lente, la question 10 s’applique :

OR(f)(x)
o L(P(f))(z).

(1 +In(F(f)(x))) () dz.

oo

Vte R, Vo € R,

Par conséquent,

+00 T +oo
[ DD s mp ) pta) o= DR 0+ WAG@)) o) da
ce qui permet d’obtenir :

VeRl, S0 = [ LAWNE +P0@) o) d

o0

o

\§ J
17 > En admettant que le résultat de la question 7 est valable pour les fonctions P;(f)
et 1+ In(P,(f)), montrer que :

+oo N2(x
Vte Ry, —S'(t)= 6_2t/ %gp(m) dx.
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1= Réponse

Soit ¢ € R% . Par I'hypothese de I'énoncé, on a :

+o00
/ L(P() (@) [1 + In(P(f))] (@)p(e)da

o

—— [ RUY@ L+ B @l

—00

De plus, pour tout x € R, [1 +In(P(f))] (z) = %.

D’apres la question précédente, on a :

+oo
_S'(t) = - / L(P(f) @)1 + In(P(f)(@))]p(z) do

o0

+oo / T
/ Pt(f)’(fv)%@(x) e

o0

_ [RWEE
- [ R

D’apres la question 10, pour tout = € R, P,(f)'(x) = e *P,(f")(x), d’ou :
o [ R
so=e [ e s

& J

18 > En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que :

VEER,, —S(1)<e™ / “p (f—Q) (2)(z) da.

/
Soit ¢ € R%.

Pour tout x € R, on a :

ppwr = ([ (e VImeTm) oty dy)2

oo

_ </+oo \/f <e—tx N my) oly) I (6*t513 + V1 - e—2ty) ©(y) dy) ‘
= VI (et + VT = eoy)

(La fonction f étant strictement positive).
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans 'espace euclidien C°(R) N CL(R)
muni du produit scalaire

(flg) = - FW)g(w)e(y) dy,
on obtient : :
B(f')(x)?
< ( /_ :O f (e’t:v + my) ¢ (y) dy) : ( /_ :O f; (e’t:v + my) w(y) dy) :
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N
J

d’ou :
zum@fsaummﬂ<i)@»

f
Or P,(f)(x) > 0, donc

A _ o (7Y
BUWOSH(f>(»

La question précédente et la croissance de l'intégrale permettent d’obtenir :

~S'(t) =e* /_:O %gp(m) dr <e /_:O P, (j;) (x)p(z) dx.

Vs
.

19 > En déduire que :

too 124
VteRY, —S'(t) < 6_%/_ ff(;)><‘0($) dx.

1= Réponse

Soit ¢ € R%. Comme f est un élément de C?(R) & valeurs strictement positives tel
que f} est a croissance lente, on a fTIQ € C°(R) N CL(R).
Le résultat admis entre la question 6 et la question 7 nous donne alors :

[ R (L) wetaras— [ L ey

D’apres la question précédente, on trouve :

=5'(t) < e_2t/_ h fj;<(;;) o(z) dz.

Vs
.

20 > Etablir I'inégalité suivante :

too f12( 0

+oo f/2 )
(z)

Notons M := / o(x)dr € R de sorte que la question précédente s’écrive :

vte R, —S'(t) <e*M.

Par croissance de l'intégrale,

+oo +oo
/ —S'(t)dt < M/ e 2t dt.
0 0

Or, d’apres la question 15,
“+oo
/ =S'(t)dt = S(0) — lim S(t) = Ent,(f),
0

t——+o00

+oo
/ e dt ==
0
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et on calcule :
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\
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Finalement, on obtient :

+oo £12 T
Ent,(f) < %M = 1/_ ff(;)) o(x) dz.

FIN DU PROBLEME.
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