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Proposition de corrigé

Concours Commun
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Sujet 2 Mathématiques 2024, filiére MP/MPI

Phénoménes de seuill dans les graphes
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Dans ce probleme, n désigne un entier supérieur a 1.

On désigne par [1,n] I'ensemble des entiers compris entre 1 et n.

Le groupe symétrique des permutations de [1,n] est noté S,.

L’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels est noté M, (R).
Le cardinal d’un ensemble fini E sera noté card(F) ou |E|.

Un graphe G est un couple (S, A) ou :

— S désigne un ensemble fini non vide d’éléments appelés sommets du graphe G';

— A désigne un ensemble éventuellement vide d’éléments appelés arétes du graphe
G, une aréte étant un ensemble {s, s’} ou s et s’ sont des sommets distincts de S.

Un sommet n’appartenant a aucune aréte est dit isolé.
Par convention, le graphe vide est le couple d’ensembles vides (&, &).
On peut représenter un graphe non vide dans un plan a ’aide :

— de disques schématisant les sommets du graphe;
— de segments reliant ces disques pour les arétes du graphe.

Par exemple, on a représenté sur la Figure 1, le graphe G = (S, A) avec :

S=1[1,9], A= {{1, 2, {1,5}, {1,6}, {2,3},{2,9}, {2, 8}}

FiGURE 1. Un graphe a 9 sommets et 6 arétes

On remarquera que les arétes sont constituées de deux sommets distincts, ce qui interdit
la présence de < boucles > reliant un sommet a lui-méme.

De plus, une méme aréte ne peut étre présente plusieurs fois dans un graphe.

Un type de graphe utilisé dans ce probleme est 1’étoile.

Une étoile de centre s et a d branches, avec d entier naturel non nul, est un graphe
(S, A) ou S = {s,s1,89,...,8q4} est de cardinal d + 1, et A est du type

A= {{3, st {s, 82}, ..., {s, sd}}.

On a représenté Figure 2, une étoile de centre 4 a 5 branches avec S = {1,3,4,5,6,8}.
Soient G = (S, A) et G' = (5, A") deux graphes; on dit que :

— G’ estinclusdans Gsi 8" C Set A C A;

— @' est une copie de G s’il existe une bijection o : S” — S telle que

V(s't)eS xS, {tteA — {o(s),0)}eA
Par exemple, le graphe de la Figure 1 contient plusieurs copies d’étoiles a une branche
(correspondant aux segments), plusieurs copies d’étoiles & deux branches, mais aussi une

copie d'une étoile a 3 branches (de centre 1) et une copie d'une étoile a 4 branches (de
centre 2).
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FIGURE 2. Une étoile a 5 branches

Dans une premiere partie, on étudie quelques propriétés algébriques des matrices d’ad-
jacence.

On introduit ensuite la notion de fonction de seuil en probabilité des graphes aléatoires.
Les deux parties qui suivent la premiere partie sont indépendantes de celle-ci, et sont
consacrées a 1’étude de deux exemples.

Partie I - Quelques propriétés
algébriques des matrices d’adjacence

Soit G = (S, A) un graphe non vide ou |S| = n. Indexer arbitrairement les sommets de
1 & n revient & choisir une bijection (appelée aussi indexation) o entre [1,n] et S.

On pourra alors noter :

S={c(1),0(2),...,0(n)}

ou o(i) est le sommet d’index 1.

Une indexation o étant choisie, on définit la matrice d’adjacence Mg, du graphe G
associée a o comme étant la matrice de M, (R) dont le coefficient situé sur la i-eme ligne
et la j-eme colonne est :

0 sinon

(Mao)ig = {1 si {o(i),0(j)} € A

On remarquera d’une part que la matrice Mg, est toujours symétrique (car pour tous
i et j entiers, {i,7} = {j,7}), et d’autre part que les termes de la diagonale sont tous nuls
(pas de boucle dans un graphe).

Voici par exemple la matrice d’adjacence

iqa du graphe G représenté sur la Figure 1 :

@
0

Megiq =

QOO —OOrO
HHEOOOOHOR
[slelelelelele] ]
[e]e]e]elolololel]
[=lelelelelelele] ol
[=lelelelelelele] ol
[elelelelelelolol] =
[elelelelalele] ]
[lelelelaleloa] ]

Soit p une permutation du groupe symétrique S,, et M = (m;;)1<; j<n Une matrice de

M, (R).
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1 > Montrer que les matrices M et (m,(),p(j))1<i,j<n SONt semblables.
En déduire que si G = (S, A) est un graphe non vide, et si o et ¢’ sont deux
indexations de S, alors Mg, et Mg, sont semblables.

i Réponse (premieére facon ; la plus efficace en passant par un endomor-

phisme)

On note (eq, ..., e,) la base canonique de R™ et on considere u I’endomorphisme de
R™ tel que sa matrice dans la base canonique est M. On a donc :
Vi € [1,n] me €;.

Par conséquent,
Vj € [1,n], u(ey) me’

Comme p : [1,n] — [1,n] est une bijection, on effectue un changement d’indice dans
la somme :

Vi € [1,n], u(ey)) Zmp

Etant donné que (ep(i)) est une base de ]R”, et que la matrice de u dans cette

i€[1,n]
base est (Mp@)p())1<i,j<n, ON en déduit que les matrices M et (Mm@ p())1<ij<n

représentent le méme endomorphisme, donc | M et (m,) »(j))1<ij<n Sont semblables |

Fixons une permutation p que l'on choisira plus tard. D’apres ci-dessus, Mg,
t ((MG’U)p(i)vp(j))l<ij<n sont semblables. Or,

eshursn = {3 5L €

En choissisant p = o7 ! o o/, on obtient (Mgo)pm) i) = (Mge)i; donc

Mg , et Mg sont semblables |.

. J

1w Réponse (deuxieme fagon; un peu plus calculatoire en n’utilisant que
des matrices)

n note (eq,...,e,) la base canonique de R” et on considere P, € M,,(R) la matrice
de permutation associée a p, a savoir :

Pour tout j € [1,n], P,e; = e,).
P, est une matrice orthogonale (car elle envoie une base orthonormale sur une base
orthonormale) donc, en particulier, P, est inversible, d’inverse P,-1.
(En effet, pour tout j € [1,n], (P,-1 P,) e; = P,1 (Pyej) = P (e4(5)) = €5).

Pour tout j € [1,n], on a :

n
= E mi,jei.
i=1
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M D
Ainsi,

(P;'MP,)e; = P,i M (P, e;)
=Py (Mep(j)>

. (Z M, p(4) €i>
i=1

= M) (Prres)
=1

n
= E :mi,p(j) €p—1
i=1

Comme p : [1,n] — [1,n] est une bijection, on effectue un changement d’indice dans
la somme :

(P MP Zmp (1),p(4) €
:M€j7

ot M = (mp)p() )1<ijen
On en déduit que P;l M P, = M, donc M et (m,g),p(j))1<i,j<n SOnt semblables.

Si Mgija = (mij)i<ij<n alors, par définition, on a Mg, = (Mo)e@))i<ij<n, €t
le calcul ci-dessus montre que Mg, = (P,) ™' Mgia Fs.

De méme, on a aussi : Mg, = (P,)~1 Mg iqa Py, que I'on peut réécrire comme
_ -1

Mgia = Py Mg o (Pyr) ™.

Par conséquent :

(PU) MG id P
(PU) Py Mg o (Pg/)_l P,
= ((P)'P) " Mao ((Po)™'Py).

Il vient alors que Mg, et Mg, sont semblables.

Remarque : On peut montrer que pour tout p,7 € S,, P,or = P,FP;, et la
derniere égalité se réécrit :

MG,O’ = (Pa_,floo,)il MG,U’ (Po_/*loo_) o

Cela permet de retrouver la permutation p choisie dans la premiere approche.

2 > Justifier qu'une matrice d’adjacence d’un graphe non vide est diagonalisable.
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1= Réponse

Comme une matrice d’adjacence d’un graphe est symétrique réelle, le théoreme spec-

tral s’applique : |une matrice d’adjacence d’un graphe non vide est diagonalisable |.

3 > Montrer qu’'une matrice d’adjacence d'un graphe non vide n’est jamais de rang 1.

1= Réponse

Soit M une matrice d’adjacence d'un graphe non vide. Si n = 1, le graphe est constitué
d’un sommet et M = 0. On considere donc le cas n > 2.

Supposons par 'absurde que rg(M) = 1. Par le théoreme du rang, dim Ker(M) = n—1
donc 0 est valeur propre de multiplicité au moins n — 1 (et, en fait, de multiplicité
exactement n — 1 car la matrice M n’est pas nulle). La matrice étant diagonalisable,
M est semblable a

avec \ # 0.
Or, tr(M) = 0 (car il n'y a pas de boucle dans le graphe donc tous les termes
diagonaux sont nuls) et deux matrices semblables ont la méme trace, on trouve :
tr(M) = A # 0, ce qui est contradictoire.
Ainsi, ‘une matrice d’adjacence d’un graphe non vide n’est jamais de rang 1 ‘

|\ J

1= Autre réponse possible

On se place dans le cas d’un graphe non vide ayant au moins n > 2 sommets.

Soit M une matrice d’adjacence d'un graphe non vide. Il existe donc ¢, 5 € [1,n] tel
que m; ; = 1 (et donc par symétrie m;,; = 1). De plus, m;; = m;; = 0.

La i-eme colonne et la j-eme colonne ne sont pas liées. En effet, on peut extraire un
mineur d’ordre 2 non nul :

My My,
Mji My

L ol =-1#0.

_‘0 1‘

Donc rg(M) > 2.

Remarque : A noter que la question 1 montre que le rang d’une matrice d’ad-
jacence ne dépend pas de I'indexation choisie car deux matrices semblables ont le

meéme rang.
& J

4 > Montrer qu'une matrice d’adjacence d’un graphe dont les sommets non isolés
forment un graphe de type étoile est de rang 2 et représenter un exemple de graphe
dont la matrice d’adjacence est de rang 2 et qui n’est pas du type précédent.
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1= Réponse

Soit M une matrice d’adjacence d’un graphe dont les sommets (S = [1,n]) non isolés

forment une étoile, disons de centre iy et de branches {{io,il}, {i0, 92}, ..., {io, id}}
(avec ig, i1, ...,1q € [1,n] deux & deux distincts). On a :
1 sii=igetyje{ir,...,ia}
Vie[l,n],Vjel,n], m;=mj; =<1 sii=1igetj&{i,...,iq}
0 siiip.
Pour j € [1,n], on note C; € R" la j-éme colonne de M. On a :

€ig Sl] € {ila"'>id}
Cij=1(¢e,+ - +e, sij=i
0 sinon.

Comme Im(M) = Vect(C,...,C,) = Vect(e;, e, + -+ + e;,) et la famille
{€iy, € + -+ + €i,} est libre, on obtient que |rg(M) = 2|

Voici un exemple de graphe dont la matrice d’adjacence est de rang 2 et qui

n’est pas du type étoile :

0011
0011
1100
1100
\ J

Si G = (5, A) est un graphe non vide et si o et ¢’ sont des indexations de S, comme
les matrices M¢ , et Mg s sont semblables, elles ont méme polynome caractéristique (ce
que I'on ne demande pas de démontrer).

On notera y¢g ce polynome caractéristique commun et on dira que g est le polynome
caractéristique du graphe G.

Par convention, le polynome caractéristique du graphe vide est le polynome constant
égal a 1.

5 > Soit G un graphe et G’ une copie de G. Justifier que yg = xg'-
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1= Réponse

Si G est vide et G’ une copie de GG alors G’ est également vide et on a xyg =1 = x¢.
Sinon, on note G = (S, A) et G' = (5, A"). Soit ¢ une indexation de S. Comme G’
est une copie de G, il existe une bijection ¢’ : S — S’ telle que :

V(s,t) € S xS, {s,t} €A < {d'(s),0'(t)} € A"
Ainsi, pour tout 7, j € [1,n],

(Mg,o)ij = {

1 si{o(i),o(j)} € A

0 sinon
:{18HﬂdMMmeeA
0 sinon

= (Mco')o(),0(i)-
On en déduit que Mg, = ((MG’U/)U(Z»),U(]-))19.0.9. Or, d’apres la question 1, la matrice
((MG7U/)U(i),U(j))1<ij<n est semblable a Mg ,» donc Mg, est semblable a Mg ..
Deux matrice semblables ont le méme polynome caractéristique, on en déduit que

[Xo=xc]

|\ J

n—1
6 > Soit G = (S, A) un graphe avec |S| =n > 2. On note x¢(X) = X" + Zaka.
k=0
Donner la valeur de a,_; et exprimer a,_5 a 'aide de |A|.

1= Réponse

Soit M = (m;;)i<ij<n une matrice d’adjacence du graphe G. On sait que
an—1 = —tr(M) et les coefficients diagonaux de M sont nuls, donc a,,—; = 0.

Ona: XI,— M= (P,;)i<ij<n OU
p. - X — My, Si :ij o X si i ::j
ij = —mi; sii#j - —m;; sii#j '

Par la formule du déterminant, on a

xa(X) =Y (1] Pioto-
i=1

oES,

Les termes de la somme qui nous intéressent sont les polynomes de degré n — 2.
Or, on peut remarquer que pour o € S, :

deg (H R-,U(i)) = Card{i € [1,n]|o(i) =i} .

i=1
e Si 0 est une transposition de la forme (i j) avec 1 <i < j <mn, on a
deg ([Ti; Piowy) =n —2 et (=1L, Pioy = —magmy; X*7% = —mi; X"72.

e Si o =1d, on a deg (H?:l ]3,-70.(1»)) =net (—1)5(”) H?:l Piom = X™.

\\ J
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( )

e Si 0 n’est ni I'identié, ni une transposition alors deg (H?Zl Pz-yg(i)) <n-—2.
Finalement : Pour un certain polynéme @) avec deg (Q) < n — 2, on a

xeX)=X"+ Y (-1)[[Por+@
=1

o transposition

= X"+ Z (—mij) X" 24 Q.

1<i<j<n

2
Ap—g = — E my; ;

1<i<j<n

Par identification, on trouve :

Comme m; ; € {0,1} et que m;; = 1 représente une aréte, on peut écrire :

Qg = — Z = —Card({1 <i<j<n|m;=1}) = —|A].

1<i<j<n, mi,j=1

En conclusion, on a |a,_; =0 et a,_o = —|A| |
. J

1= Autre réponse possible pour déterminer a,_»; un peu plus astucieuse

La matrice M étant diagonalisable de valeurs propres ()\i)ie[[l’n]], son polynome ca-

ractéristique est scindé :
n

xe(X) =[x - ).
i=1
Par les relations coefficients-racines on a :
Ap—9 = Z )\z )‘j'
1<i<j<n
Un calcul montre qu’on peut réécrire cela sous la forme :
A+ A2 = (2 4.+ 22)
Ap—2 = Z AiAj = 9

1<i<j<n

Or, \i +...+ A, =tr(M) =0et A\ +... 4+ A2 = tr(M?) donc
1 1
Up_g = —étr(MQ) = —§tr(tMM)

(La derniere égalité vient du fait que M est symétrique).
On rappelle que le produit scalaire usuel sur M,,(R) est donné par la forme bilinéaire
(P,N) = tr(*PN) = 3, ycpnp? Pirj M, donc on obtient finalement :

1, 1 ) 1
any = —tr(‘MM) = —2 > oml=—5 > 1=—2> %24 =—|4]

(i.)€lL,n]? (i,)€1,n]? mi j=1
_ J

7 > En déduire le polynome caractéristique d’un graphe a n sommets dont les sommets
non isolés forment une étoile a d branches avec 1 < d <n — 1.
Déterminer alors les valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice d’adjacence
de ce graphe.
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1= Réponse

Soit G = (S, A) un graphe a n sommets dont les sommets non isolés forment une
étoile a d branches, disons de centre ig et de branches {{io, i1}, {do, d2}, . . ., {0, id}}

(avec ig, i1, . ..,1q € [1,n] deux a deux distincts).

Si n = 2, nécessairement d = 1 et la question précédente montre que
xeX)=X?*—d=(X-1)(X+1).

Les valeurs propres sont données par :

Sp(M) ={1,-1}.

On suppose dans la suite n > 3 et on considere M la matrice d’adjacence de G. On
a vu a la question 4 :

1 Si’i:ioetje{il,...,id}
Vie [1,n],Vj€[l,n], mj;j=m;;, =q1 sii=igetjé&{i..., 0}
0 Sl’l;élo

Pour j € [1,n], en notant C; € R” la j-eéme colonne de M, on a :

€i Slj € {ila"'vid}
Ci={ey+ - +e, sij=ip
0 sinon.

On a également vu a la question 4 que M est de rang 2, donc par le théoreme du rang

dim Ker(M) = n — 2. La matrice étant diagonalisable, on en déduit que 0 est valeur

propre de multiplicité (algébrique) n — 2. Le polynéme caractéristique s’écrit :
Xa(X) = X"? (X2 +ap_1 X + Cln—z) = X"+ a, 1 X"+ a2 X2,

avec ay,_1, ap_o € R.
Comme les sommets non isolés de G forment une étoile a d branches, on a |A| = d et
la question précédente permet de calculer ces coefficients :

X6(X) = X" —d X" = X" (X - V) (X + V).

Les valeurs propres sont données par :

Sp(M) = {0, Vv, —JE}.

Déterminons maintenant les vecteurs propres associés a chaque valeur propre. On
note Ey(M) 'espace propre associé a A.

I
Soit X =1 : | €eR".Ona:
Tn
L n Ty +---+ 3y, slt=1
MX = (Z mz‘ﬂj) avec Zmi,jxj =94 Tig sit € {iy,...,iq}
=t 1<i<n J=1 0 Si ¢ ¢ {io,il,...,id}.
~ J
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e Pour Eq(M) :
X eEy(M) < MX=0
xil_i_..._i_ajidzo
.ﬁEiO =0
Tiy = =Ty — 7" — Ly
— (T, =0
X GR, j ¢ {ig,il,...,id}
d
<— X = Za:ij (eij — €i1) + Z ey
7=2 j¢{i0,i1 ..... id}
Ainsi :

Eo(M) = Vect ({e&;, —€;,, 5€{2,...,d}} U{e;, j ¢ {io,1,...,1a}}).

[cela nous donne bien d — 1 + (n — (d+ 1)) = n — 2 vecteurs qui, de surcroit, sont
linéairement indépendants]

e Pour E) (M) avec A € {\/E, —\/E} :

X €E\(M) < MX =AX

4
xi1+"'+xid:/\xio

iy = )\'Til

Liy = )\l’id
\ZE]‘ :O, ] ¢ {io,il,...,id}

()2
A LTiy = dZL'Z'O

1
l’il Xl’io
<~
1
Tig = X%o

\ZL’j = O, ] ¢ {io,il,...,id}.
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( N\
La premiere condition étant vérifiée, cela n’impose pas de condition sur z;,. D’ou :
'xio eR
1
l‘“ = Xl’io
X e Ex(M) <=
1
xid - Xx.io s ° o
(z; =0, j & {40,791, .,%a}
1
— X = Xxio()‘eio—i_eil ++€Zd)
Ainsi :
E\(M) = Vect (Xejy + €, + -+ +e;,) avec X € {\/c_l, —\/g} :
& _J

Si G = (S, A) est un graphe non vide et si s appartient a S, on définit le graphe G \ s
comme étant le graphe dont ’ensemble des sommets est S\ {s} et 'ensemble des arétes
est constitué des arétes de A qui ne contiennent pas s.

Voici par exemple Figure 3 un graphe G et le graphe G \ 2 :

(a) Un graphe G (b) Le graphe G \ 2

FIGURE 3. Un graphe G, et le graphe G \ 2

Soient Gy = (51, A1) et Go = (Sq, A2) deux graphes non vides tels que S et Sy soient
disjoints, c¢’est-a-dire tels que S; N Sy = @. Soit s1 € 57 et soit s9 € 5.
On définit le graphe G = (5, A) avec :

S=S5USy, A=A UAyU {{31,52}}.

8 > Montrer que :
XG = XGl X XGQ - XGl\Sl X XGQ\SQ
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1= Réponse

Notons n = Card(S) et écrivons n = n; + ny avec ny = Card(S) et ny = Card(Ss).
Posons S; = {s11; ... 5 Sp1} et So ={s12; ...} Sny2} OU Sy, 1 = S1 €t Sy 1 = So.

Tout d’abord, définissons une nouvelle indexation de G, car cela nous aidera a
simplifier la suite des calculs :
Définissons o7 et oo par :

Ul(i) = Si1 sii € [[1,711]]

0'2(7;) = Sno+1-i,2 sii € [[1, TlQ]],
Remarquons que o : [1,n1] — Sy et o2 : [1,n2] — Ss sont des bijections donc ce
sont deux indexations de S; et Sy et on obtient deux copies de GGy et (G, notées
G| = (51, A)) et Gy, = (S5, AL), avec S = [1,n4] et Sy, = [1,ns].
Il s’ensuit qu’on obtient une indexation de S = S; U S5 en définissant ¢ par :

O'Q(j—nl) Slj € [[TL1+1,TL]]

On obtient alors une copie G' = (S’, A") de G avec :
S'=[1,n] et A= AL U AU {{n1,ns + 1}}.

La matrice d’adjacence s’écrit par blocs :

00 --- 0
Y s
G g0 0
10 0
Meo =1, 0 1
0 0
o o o ¢ MG’M’?

Comme G', G, G sont respectivement des copies de G, Gy, G, ils ont respective-
ment le méme polynome caractéristique en vertu de la question 5.

On obtient :
0 0 0
X1, — M, :
i 0 0 0
10 0
X6(X) = |5 0 —1
0 0 0
. X[ng_MG’z,ag
0 0 0
g J
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N
On utilise la multilinéarité du déterminant par rapport a la ni-eme colonne :
0O 0 --- 0
XI, — Mg , poon T
Gl 0
-1 0 0
0 0 0
. _ XTI, — Mgy 0,
0 0 0
0 0 0 0
N :
0 0 0 0
n 0| -1 0 0
0 0o -1 ’
0 0 0
. . X[TLQ - MG/Q,UQ
0 --- 0 0
ot N € My, n,—1(R) est obtenue a partir de X I,,, — Mg », en supprimant sa derniere
colonne.
Remarquons que le premier déterminant est triangulaire par blocs et cela correspond
a XGI(X) X XG2(X) :
0 0 0 - 0
N :
0 0 0 - 0
0 -1 0 - 0
XG(X):XG1(X)XXG2(X)+ 0 --- 0 1
0 0 0
. X[ng - MG’Z,JQ
0 0 0
. J
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Vs

colonne :

colonne.

.

Xa(X) = X6, (X) X x6,(X) +

On utilise maintenant la multilinéarité du déterminant par rapport a la (ny + 1)-éme

~

0 0 0 0
W e
0 0 0 0
0 0 0 0
. . XInz MG’Q,UQ
0 0 0 0
. |y e z
0 0 0 0
n 0 -1 0 0
0 0 -1 0 ’
0 0 0 0
: : : : Ny
0 0 0 0

X6(X) = X6, (X) X xgo(X) + (=1)™FmH (1)

Xa(X) = Xa (X) X x@,(X) + (1) (=1)

ott Ny € My, n,—1(R) est obtenue a partir de X I,,, — Mgy », en supprimant sa premiere

Remarquons que le premier déterminant est triangulaire par blocs et le bloc en haut
a gauche est de déterminant nul (il y a une colonne de 0). Concernant le deuxieme
déterminant, on développe par rapport a la ni-éme colonne pour obtenir :

0 0 0
Nl . . .
0 0 0
-1 0 0 |,
0 0 0
: : : N
0 0 0

N

ou Nj € My, —1.0,-1(R) est obtenue a partir de Ny en supprimant sa premiere ligne.
On développe maintenant par rapport a la mj-éme colonne (ce qui correspondait
initialement & la (nq + 1)-éme colonne) pour obtenir :

0

0

ou Ni € My, —1.,-1(R) est obtenue a partir de Ny en supprimant sa derniere ligne.

La matrice N est donc obtenue en supprimant la derniere ligne et la derniere

J
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'd I
colonne de X1, — Mg 4, ce qui correspond au polynome caractéristique de Gy \ ny

qui est une copie de Gj \ s;. De méme, N) est donc obtenue en supprimant la
premiere ligne et la premiere colonne de X1/,, — Mg, ,,, ce qui correspond au
polynéme caractéristique de GY \ (ny + 1) qui est une copie de Ga \ 2.

Finalement, on obtient

[Xe =Xa1 X X6: = Xon\s1 X XGaer ]

9 > Déterminer le polynome caractéristique de la double étoile a d; + ds + 2 sommets,
constituée respectivement de deux étoiles disjointes a dy et dy branches, a qui I'on
a ajouté une aréte supplémentaire reliant les deux centres des deux étoiles.
Quel est le rang de la matrice d’adjacence de cette double étoile ?

1= Réponse

Soient GG et (G5 deux étoiles disjointes, a respectivement d; et d; branches, de sommets
respectifs s; et s, (donc G et (G5 contiennent respectivement d; +1 et dy+ 1 sommets).
Soit également G la réunion des deux graphes en ajoutant l'aréte {s;, ss} (donc G
contient respectivement d; + dy + 2 sommets).

S1 59

D’apres la question précédente,
Xa(X) = Xa: (X) X X3 (X) = Xavs1 (X) X Xaa\s2 (X).
Soit ¢ € {1, 2}.
* Le calcul de la question 7 montre que
Xe (X) = X@HD=2(x2 _ gy,

* Le graphe G; \ s; est formé de d; sommets isolés, donc la matrice d’adjacence
est nulle, ce qui permet d’obtenir

XGi\si (X) = X%,
Par conséquent, on a
Yo (X) = XUre=2(X? _ 4)(X? — d,) — X+
= X2 (X4 (d) + d) X + dydp) — X+
— XUt (X4 (dy + dy + 1)X? + didy) .

On considere M € My, +4,+2(R) une matrice d’adjacence de G.

Comme M est diagonalisable, Ker(M) est de dimension égale a la multiplicité de 0
& J

Derniere mise a jour : 29 décembre 2024



Mabrouk BEN JABA Page 17/22

' )
dans g, a savoir dy + dy — 2 (car dyds # 0).
Ainsi, par le théoreme du rang,

I‘g(M)Z(d1+d2+2)—(d1+d2—2):4

En conclusion,

Xe(X) = XNHR=2 (X4 — (dy + dy + 1) X? + dids) et rg(M) = 4.

Dans toute la suite de ce probleme, on suppose que n est supérieur a 2 et on notera :

— N Dentier = M;
2 2

— Q,, Pensemble des graphes de sommets S = [1,n];
— pp un réel dépendant de n appartenant a l'intervalle |0, 1] et ¢, = 1 — p,.

Pour tous 7 et j appartenant a S = [1,n] avec i # j, on note Xy, ;3 'application de €,
dans {0, 1} telle que pour tout G € 2, avec G = (S, A) :

sid1.7 A
XuaH©) = {(1) si L‘Zﬁ;fl

Ainsi, (X0 =1) ={G € Q, | X(i,;3(G) = 1} est Uensemble des graphes de €2, dont
{i,j} est une aréte. Réciproquement, on remarquera aussi que pour G = (S, A), on peut

écrire :
{G1= N Kap=1n [ Xuy=0)
{i.jteA {1.i}¢A

On admet l'existence d’une probabilité P sur (£2,,P(€2,)) telle que les applications
Xyijy soient des variables aléatoires de Bernoulli de parametre p,, et indépendantes. On
note &, = (2, P(2,),P) 'espace probabilisé ainsi construit.

Autrement dit, pour un graphe GG donné appartenant a €2, la probabilité qu’une aréte
{7, j} soit contenue dans G est p,, et les arétes apparaissent dans G de fagon indépendante.

10 > Soit G = (5, A) € Q,. Déterminer la probabilité P({G}) de I'événement élémentaire
{G} en fonction de p,, gn, N et a = card(A).
Retrouver alors le fait que P(€2,) = 1.

1= Réponse

Par construction de &,, pour tous indices i, 7,7, 5" € S, les événements (X ;3 = 1)
et (X = 0) sont mutuellement indépendants.

De l'expression

{Gt= ) Eup=1)n (] Epn=0),

{igteA {ig}¢A
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on tire :

P({G}) = H P( X{w} =1) H P( X{w} =0).
{i.j}eA {71 ¢A
Comme P(X(; 4 =1) =ppsi{i,j} € Aet P(X(;53, =0) =qnsi{i,j} € A,ona:

P{G}) = perd4 qflard(“i)'
Or card(A) =aet N = (Z) est le nombre de toutes les paires possibles {i, j} lorsque
i,j €S =1[1,n], avec i # j donc card (f_l) = N — a. Ainsi,
PH{G}) = phan "

Pour tout a € [0, N], posons :
Qo ={G=(S,A) € Q, | card(4) =a}.

Comme (£, 4)qcqo,n] €st une partition de €, on obtient :

Z > P{ay = Zpiqrivacardﬂ a)-

a=0 GEQp q

Or card(Q2,) = (V) (choisir un graphe de sommets S = [1,7n] avec a arétes, revient
a choisir a arétes parmi les N arétes possibles) ¢, donc :

Y (N
P Qn — a N—a
() ; (a)pn an
et le binome de Newton permet d’obtenir :

P(2,) = (pn +¢a)" = 1.

a. Autrement dit, Papplication A — G = (5, A) définie de I’ensemble de toutes les parties de
cardinal a que l'on peut faire parmi toutes les parties & deux éléments de S = [1,n] sur ,, 4 est
une bijection.

. Y,

Dans la suite du probleme, on étudie la notion de fonction de seuil pour une propriété
P,, vérifiée sur une partie des graphes de €2,,.

Une fonction de seuil pour la propriété P, est une suite (tx)r>2 de réels strictement
positifs tels que :

— si p, = o(t,) alors la limite, lorsque n tend vers +o0o, de la probabilité pour que
la propriété P, soit réalisée vaut 0;

— si t, = o(py,) alors la limite, lorsque n tend vers +oo, de la probabilité pour que
la propriété P, soit réalisée vaut 1.
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Partie II - Une premiere fonction de
seuil

Section A - Deux inégalités

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, .4, P) a valeurs dans
N et admettant une espérance E(X) et une variance V(X).

11 > Montrer que P(X > 0) < E(X).

1= Réponse

Comme X est une variable aléatoire discrete a valeurs dans N, on a :
+oo +00 +oo

E(X)=) nP(X=n)=> nP(X=n)>> P(X=n)=P(X >1)=P(X > 0).
n=0 n=1 n=1

D’ou :

P(X > 0) < E(X).

-
.

12 > Montrer que si E(X) # 0, alors P(X = 0) <

Indication : on remarquera que (X =0) C (|X —E(X)| > E(X)).

1= Réponse

Supposons que E(X) # 0.

Pour tout w € Q tel que X(w) =0on a:
[ X(w) — E(X)] = [E(X)| = E(X)

(La derniere égalité vient du fait que E(X) > 0, comme on peut le voir sur I’expression
de E(X) a la question précédente)
On obtient donc I'inclusion (X =0) C (| X —E(X)| > E(X)) et, par croissance de P,
on en déduit :

P(X = 0) < P(IX — E(X)| > E(X)).
L’inégalité de Bienaymé—Tchebychev nous donne la majoration attendue :

Vs
\

Section B - Une fonction de seuil

13 > Quelle est la loi suivie par la variable aléatoire A,, représentant le nombre d’arétes
d’un graphe de €2, ?
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1= Réponse

Notons A I'ensemble de toutes les paires de S = [1,n] (Card(A) = (5) = N). On
peut écrire la variable A,, sous la forme suivante :

A=Y Xug
{i,7}eA

(On regarde pour chaque graphe G s'il contient I'aréte {i,j})

Les Xy; ;1 sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes et suivent
toutes la loi de Bernoulli de parametre p,, alors :

A,, suit la loi binomiale de parametres (N, p,) |.

Pour le voir, on peut utiliser les fonctions génératrices :

La fonction génératrice d’'une loi de Bernoulli de parametre p, est donnée par
t €l —1,1[— (gn + pnt).

Par indépendance des Xy, ;1, on a pour tout t €] — 1,1 :

Ga,(t) = H GX{i,j}(t) = (gn +pat)",
{i,j}eA

qui est la fonction génératrice d’une loi binomiale de parametres (N, py,).

.

.

14 > Montrer que si p, = o (#) au voisinage de +o00, alors lim P(A4, > 0) = 0.

n—-+o0o
Supposons p, = o0 (%) D’apres la question 11, on a :
n—-+o0o
n(n —1) 1
<P(A <E(A,)=Np,=——7 ~ —n?
Par encadrement :
lim P(A, >0)=0.
n——+00
|\ J

1w Une autre réponse possible

Supposons p, = o0 (#) On a :

n—-+o0o

P(A, > 0) :1—P(An:0):1—(1—pn)N:1—eXp(<Z) ln(l—pn)).

Comme p,, =0 (#), on a en particulier p, —+> 0. Cela nous permet d’obtenir :
n—-+00 n——+0oo
n n(n—1) n*pp
In(l—p,) ~ ———2(=py) ~ ~— 0.
(2) Il( p ) n—-+oo 2 ( p ) n—-+4oo 2 n—-+oo

Par continuité de I’exponentielle, on trouve :
lim P(A,>0)=1-¢"=0.

n—-+o0o

N

-

15 > Montrer que si -y = o(p,) au voisinage de +o0, alors liI_’I_l P(A, >0)=1.
n—-+0o
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1= Réponse

Supposons n—12 =0 (pn)-
n—-—+0oo
Comme E(A,) = N p, # 0, on peut utiliser la question 12 :
V(4,)
<1-P(A, =P(A,=0) < ——"&
0< 1-P(4, > 0) = P(A, = 0) < g

La variable A,, suit une loi binomiale de parametres (IV, p,,), donc
E(An) = Npn et V(Ay) = Npu(1 —pn),
ce qui permet d’obtenir :
V(An) 1-pn_ 2(—-p) = 2(0—=p) 2 2

- - = -—— — 0.
E(AH)Z an n(n — 1) Pn n—too e Pn n? Pn n2 n—+oo
Par encadrement, on conclut que
lim P(4, >0)=1.
n—+oo
N J

1w Une autre réponse possible

Supposons =5 = o(p,). Par définition, w— — 0 donc n?p, — +oo.
"% p—+4o0 nep

™ n—400 n——+00

Comme précédemment,

0<1—P(4, >0) =P(4, =0) = exp <(2‘) In(1 —pn)) .
Par concavité du logarithme, on a :

111(1 _pn> S —Pn,
et, par croissance de ’exponentielle,

oo ((g) In(1 — pn)) < exp (— (Z) pn> .

—1 1
- (n>pn = _Mpn ~ __n2pn — —O0

, n
nl—lgloo exp ((2) In(1 — pn)) = 0.

Par encadrement, on conclut que
lim P(A, >0)=1.

n—-+o0o

Or,

donc

16 > En déduire une propriété P, et sa fonction de seuil associée.

1= Réponse

L’évenement (A, > 0) = (A, > 1) représente la propriété suivante :

‘Pn : “Un graphe choisi aléatoirement possede au moins une aréte” |.
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4 )
)i

D’apres les questions 14 et 15, |la fonction de seuil associée est (

Remarque : En pratique, cela veut dire que si 'on considere un graphe aléatoire G
avec n sommets (ou n est un nombre tres grand) avec ’hypothese que chaque aréte
a une probabilité p, d’exister dans le graphe, alors on a l’alternative suivante :

e Si p, est négligeable devant 1/n?, il est presque certain que G' ne possédera
aucune areéte.

e Si p,, est prépondérant devant 1/n?, il est presque certain que G au moins une
arete.
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